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Àííîòàöèÿ
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ëàâà 1
Êàòåãîðèè è óíêòîðû
Êàòåãîðèè ãðàè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îðèåíòèðîâàííûå ãðàû, ðåá-
ðà êîòîðûõ ìîæíî ïåðåìíîæàòü, è ýòî óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî. Íî â
îòëè÷èè îò òåîðèè ãðàîâ â òåîðèè êàòåãîðèé íå èíòåðåñóþòñÿ òàêèìè
ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè êàê, íàïðèìåð, ÷èñëî êîìïîíåíòîâ ñâÿçíî-
ñòè ãðàà èëè äëèíà ìèíèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè, à ïåðåõîäÿò
íà áîëåå àáñòðàêòíóþ òî÷êó çðåíèÿ, íàïðèìåð, ñóùåñòâîâàíèÿ îïðåäå-
ëåííûõ îáúåêòîâ, ïîñòðîåíèÿ íîâûõ êàòåãîðèé èç çàäàííîé, âçàèìîîò-
íîøåíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè, êàòåãîðèÿìè, è òàê äàëåå. Òåîðèÿ êàòåãîðèé
ïðåäëàãàåò ÿçûê äîñòàòî÷íî âûðàçèòåëüíûé äëÿ ìíîãèõ ïîíÿòèé, êîí-
ñòðóêöèé è òåîðèé â ìàòåìàòèêå, êîòîðûé ÷àñòî äåëàåò ÿâíûìè êàêèå-òî
ñêðûòûå ñòîðîíû òåîðèè è ïîçâîëÿåò ïî íîâîìó âçãëÿíóòü íà âåùè.
1.1 Îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè
Îïðåäåëåíèå 1. Êàòåãîðèÿ K ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
êëàññîâ K0 (îáúåêòû) è K1 (ñòðåëêè). Êàæäîé ñòðåëêå f îäíîçíà÷íî
ñîïîñòàâëÿåòñÿ åå íà÷àëî df è êîíåö cf , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáúåêòà-
ìè, à êàæäîìó îáúåêòó X åäèíè÷íàÿ ñòðåëêà 1X .
Ñòðåëêè îáîçíà÷àþòñÿ f : X → Y èëè X
f
→ Y , ãäå X = df , Y = cf .
Åñëè cf = dg, êàê äëÿ ñòðåëîê f : X → Y è g : Y → Z, òî îïðåäåëåíà
êîìïîçèöèÿ g ◦ f : X → Z, ÿâëÿþùàÿñÿ ñòðåëêîé. Ïðè ýòîì
• (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)
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Êàê îáû÷íî, ïî óìî÷àíèþ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åñëè çàäàíà äàãðàì-
ìà, ñîñòîÿùàÿ èç îáúåêòîâ è ñòðåëîê, òî îíà êîììóòàòèâíà, òî åñòü
ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ ñòðåëîê, âçÿòûõ âäîëü ðàçíûõ ïóòåé ìåæäó äâóìÿ
âåðøèíàìè, ñîâïàäàþò. Èíîãäà óäîáíî ïðèíÿòü ñîãëàøåíèå, ÷òî êàæ-
äûé îáúåêò äèàãðàììû ñíàáæåí åùå åäèíè÷íîé ñòðåëêîé. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðîèçâåäåíèå ñòðåëîê, âçÿòûõ âäîëü ïóòè, íà÷èíàþùåìñÿ è çàêàí÷èâà-
þùåìñÿ â îäíîé âåðøèíå, äîëæíî ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå, äëÿ òîãî ÷òîáû
äèàãðàììà áûëà êîììóòàòèâíîé.
Äðóãîå íàçâàíèå äëÿ ñòðåëîê  ìîðèçìû. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëü-
çîâàòüñÿ îáîèìè.
Ïðèìåðû.
1. Set, êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ è óíêöèé ìåæäó íèìè.
2. Set∗, êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé è óíêöèé, ñîõðà-
íÿþùèõ îòìå÷åííóþ òî÷êó.
3. Mon, êàòåãîðèÿ ìîíîèäîâ è ãîìîìîðèçìîâ. Ìîíîèä ýòî ìíîæå-
ñòâî ñ îäíîé áèíàðíîé àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé è åäèíèöåé. îìî-
ìîðèçì  óíêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ îïåðàöèþ è åäèíèöó.
4. Grp, êàòåãîðèÿ ãðóïï è ãîìîìîðèçìîâ. ðóïïà ýòî ìîíîèä, â êî-
òîðîì êàæäûé ýëåìåíò îáðàòèì.
5. Ab, êàòåãîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï è ãîìîìîðèçìîâ. Àáåëåâà ãðóïïà
ýòî ãðóïïà ñ êîììóòàòèâíûì ñëîæåíèåì.
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6. Vect, êàòåãîðèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé.
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ýòî ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ìîæ-
íî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ÷èñëà. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ýòî
îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëà.
7. Top, êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîá-
ðàæåíèé. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ýòî ìíîæåñòâî, â êîòîðîì
âûäåëåíû íåêîòîðûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëÿþùèå îêðåñò-
íîñòè òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèå íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì àêñèîìàì
(êàê, íàïðèìåð, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ñíîâà
îòêðûòî, è ò. ä.). Íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ ýòî óíêöèÿ, ó êîòîðîé
ïðîîáðàçû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòû.
8. Graph, êàòåãîðèÿ (îðèåíòèðîâàííûõ) ãðàîâ è îòîáðàæåíèé ìåæ-
äó íèìè. ðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî âåðøèí, íåêîòîðûå
èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû îäíèì èëè áîëåå ðåáðàìè. Îòîáðàæåíèå ãðà-
îâ ýòî îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå âåðøèíû â âåðøèíû, à ðåáðà â
ðåáðà ñ òîé æå îðèåíòàöèåé.
9. (L,<), ïðåäóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ðàññìàòðèâàåìîå êàê êàòå-
ãîðèÿ. Èìåííî, ñêàæåì, ÷òî åñòü îäíà ñòðåëêà ìåæäó x, y ∈ L, åñëè
x < y, è íè îäíîé ñòðåëêè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â ïðåäóïîðÿäî-
÷åííîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòû ìîæíî ñðàâíèâàòü äðóã ñ äðóãîì, ïðè
ýòîì âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ x < x (ðåëåêñèâíîñòü) è x < y, y < z
äàþò x < z (òðàíçèòèâíîñòü).
10. ∗ , êàòåãîðèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî îáúåêòà. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ñòðåë-
êè ìîæíî ïåðåìíîæàòü, è ýòî óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî, òî åñòü
ìíîæåñòâî ñòðåëîê îáðàçóåò ìîíîèä.
Çàìå÷àíèå. Âî âñåõ ïðèìåðàõ íå õâàòàåò àêñèîì â îïðåäåëåíèÿõ
îáúåêòîâ êàòåãîðèè. Åñëè ÷èòàòåëü íå çíàêîì ñ íèìè, òî îí ëåãêî ñìîæåò
èõ íàéòè â êàêîì-íèáóäü ó÷åáíèêå àëãåáðû èëè òîïîëîãèè.
Ââåäåì ìíîæåñòâî K(X, Y ) := {f | df = X, cf = Y } è íàçîâåì åãî
Hom-ìíîæåñòâîì. Hom-ìíîæåñòâî îïðåäåëåíî äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåê-
òîâ êàòåãîðèè.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïîäêàòåãîðèÿ M êàòåãîðèè K ýòî êàòåãîðèÿ, ó
êîòîðîé M0 ⊂ K0, M1 ⊂ K1, à çàêîí óìíîæåíèÿ è åäèíè÷íûå ñòðåëêè
òàêèå æå êàê â K. Ïîäêàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
îáúåêòîâ X, Y ∈M0 M(X, Y ) = K(X, Y ).
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Ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ îïðåäåëåíà íàáîðîì ñâîèõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð,
åñëè ìû âîçüìåì äâà ìíîæåñòâà A è B è âñå óíêöèè èç A â A, èç A
â B, èç B â A è èç B â B, òî ýòè äàííûå çàäàþò íåêîòîðóþ ïîëíóþ
ïîäêàòåãîðèþ êàòåãîðèè Set.
Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàà ïðèâåäåì îðìàëüíîå îïðåäåëåíèå äâîé-
ñòâåííîé êàòåãîðèè, êîòîðîå óïðîùàåò îðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèé è òåî-
ðåì, ãäå ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ îòîáðàæåíèÿìè, ìåíÿþùèìè íàïðàâ-
ëåíèå ñòðåëîê íà ïðîòèâîïîëîæíîå.
Îïðåäåëåíèå 3. Êàòåãîðèÿ Kop íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé êàòåãî-
ðèè K, åñëè îíà èìååò òå æå îáúåêòû è ñòðåëêè, íî óíêöèè âçÿòèÿ
íà÷àëà è êîíöà ñòðåëêè ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè, òî åñòü dKop := cK
è cKop := dK (íà÷àëîì íàçûâàåòñÿ êîíåö, à êîíöîì íà÷àëî ñòðåëêè
â K). Ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâåäåíèå ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå
g ◦Kop f := f ◦K g.
Óïðàæíåíèÿ 1. 1. Óáåäèòüñÿ, ÷òî àêñèîìû êàòåãîðèè (àññîöèàòèâ-
íîñòü è åäèíèöà) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ ïðèìåðîâ.
2. Äîêàçàòü, ÷òî Ab ⊂ Grp è Grp ⊂Mon ïîëíûå ïîäêàòåãîðèè.
3. Ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîìó ìîíîèäó ñîîòâåòñâóåò êàòåãîðèÿ ñ îä-
íèì îáúåêòîì.
4. Óáåäèòüñÿ, ÷òî íèêàêîãî ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà ñòðåëêàì â
Set ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè íà÷àëîì è êîíöîì íå ìîæåò áûòü ïî-
ñòàâëåíî.
1.2 Ñïåöèàëüíûå îáúåêòû è ñòðåëêè
Îïðåäåëåíèå 4. Ñòðåëêà f : X → Y íàçûâàåòñÿ
• ìîíîñòðåëêîé, åñëè íà íåå ìîæíî ñîêðàùàòü ñëåâà: f ◦ g = f ◦ h
⇒ g = h,
• ýïèñòðåëêîé, åñëè íà íåå ìîæíî ñîêðàùàòü ñïðàâà: g ◦ f = h ◦ f
⇒ g = h,
• èçîñòðåëêîé, åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ñòðåëêà: ∃f−1 : Y → X
òàêàÿ ÷òî f−1 ◦ f = 1X , f ◦ f
−1 = 1Y .
Åñëè ñóùåñòâóåò (õîòÿ áû îäíà) èçîñòðåëêà ìåæäó îáúåêòàìè X è Y ,
òî îíè íàçûâàþòñÿ èçîìîðíûìè, è ýòî îáîçíà÷àåòñÿ X ≃ Y .
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Óïðàæíåíèÿ 2. 1. Ïîêàçàòü, ÷òî â Set ìîíîñòðåëêè ñîîòâåòñâó-
þò èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèÿì (èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ ðàç-
äåëÿþò ýëåìåíòû: x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y)), ýïèñòðåëêè ñþðúåêòèâ-
íûì îòîáðàæåíèÿì (îòîáðàæåíèÿì íà), à èçîñòðåëêè áèåêöèÿì.
2. Äîêàçàòü, ÷òî èçîñòðåëêà âñåãäà ìîíî- è ýïè-. Ïîêàçàòü, ÷òî
îáðàòíîå íåâåðíî íà ïðèìåðå êàòåãîðèè ïðåäïîðÿäêà (L,<).
3. Ïðèâåñòè ïðèìåð èçîñòðåëîê â êàòåãîðèè.
4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìîíîñòðåëîê åñòü ìîíîñòðåëêà, ïðî-
èçâåäåíèå ýïèñòðåëîê åñòü ýïèñòðåëêà, ïðîèçâåäåíèå èçîñòðåëîê
åñòü èçîñòðåëêà.
5. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå èçîìîðèçìà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè (òî åñòü ðåëåêñèâíî X ≃ X, ñèììåòðè÷íî
X ≃ Y ⇒ Y ≃ X è òðàíçèòèâíî X ≃ Y è Y ≃ Z ⇒ X ≃ Z).
Îïðåäåëåíèå 5. Îáúåêò 0 íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò
ðîâíî îäíà ñòðåëêà èç íåãî â ëþáîé äðóãîé îáúåêò êàòåãîðèè: ∀X ∈ K0
∃!f : 0 → X. Åñëè, íàîáîðîò, ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ñòðåëêà èç ëþ-
áîãî îáúåêòà â äàííûé, òî îí íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì è îáîçíà÷àåòñÿ 1.
Îáúåêò, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì íàçûâàåòñÿ
íóëåâûì è îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå íóëåì 0.
Â êàòåãîðèè ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü íè îäíîãî èç ýòèõ îáúåêòîâ, èëè
ñóùåñòâîâàòü, äîïóñòèì, òîëüêî îäèí èç íèõ.
Óòâåðæäåíèå 1. Íà÷àëüíûé îáúåêò 0 îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìîðèçìà, òî åñòü åñëè èìååòñÿ äðóãîé íà÷àëüíûé îáúåêò
0′, òîãäà ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåííûé) èçîìîðèçì ìåæäó íèìè 0
∃ !
≃ 0′.
Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ êîíå÷íîãî è íóëåâîãî îáúåêòîâ.
Óïðàæíåíèÿ 3. 1. Äîêàçàòü ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå.
2. Íàéòè íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé îáúåêòû â êàòåãîðèÿõ ìíîæåñòâ
Set è ìíîæåñòâ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé Set∗.
3. Íàéòè íóëåâûå îáúåêòû â êàòåãîðèÿõ ãðóïï Grp è âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ Vect.
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1.3 Ôóíêòîðû
Ôóíêòîðû èãðàþò ðîëü îòîáðàæåíèé ìåæäó êàòåãîðèÿìè, ñîõðàíÿþùèõ
êàòåãîðíóþ ñòðóêòóðó.
Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêòîð F : K → L ýòî îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå
îáúåêòû â îáúåêòû, à ñòðåëêè â ñòðåëêè, òî åñòü åñëè X ∈ K0, òî
FX ∈ L0, è åñëè f ∈ K1, òî Ff ∈ L1. Ïðè ýòîì
• F (df) = d(Ff), F (cf) = c(Ff) (ñîõðàíåíèå íà÷àëà è êîíöà ñòðåë-
êè),
• F (g ◦ f) = Fg ◦ Ff (ñîõðàíåíèå óìíîæåíèÿ äëÿ ñòðåëîê, äëÿ êî-
òîðûõ îíî îïðåäåëåíî),
• F (1X) = 1FX (ñîõðàíåíèå åäèíè÷íûõ ñòðåëîê).
Äðóãèìè ñëîâàìè F (f : X → Y ) = Ff : FX → FY , F (X
f
→ Y
g
→
Z) = FX
Ff
→ FY
Fg
→ FZ è F (X
1X→ X) = FX
1FX→ FX.
Ïðèìåðû.
1. 1K : K → K, åäèíè÷íûé óíêòîð, êîòîðûé íàçíà÷àåò êàæäî-
ìó îáúåêòó êàòåãîðèè ñàì ýòîò îáúåêò è êàæäîé ñòðåëêå ñàìó ýòó
ñòðåëêó.
2. U : Grp→ Set :
{
G 7→ |G| (íà îáúåêòàõ)
(G
f
→ G′) 7→ (|G|
|f |
→ |G′|) (íà ñòðåëêàõ)
ãäå ñèìâîë, îêðóæåííûé âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè, îçíà÷àåò ìíîæå-
ñòâî èëè óíêöèþ, ðàññìàòðèâàåìóþ áåç êàêîé-ëèáî äîïîëíèòåëü-
íîé ñòðóêòóðû. Ôóíêòîð U íàçûâàåòñÿ çàáûâàþùèì. Îí çàáûâà-
åò ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ íà ìíîæåñòâàõ è òî, ÷òî óíêöèè ìåæäó
ãðóïïàìè, ãîìîìîðèçìû.
Çàáûâàþùèå óíêòîðû ñâÿçûâàþòñÿ îáû÷íî ñ êàæäîé êàòåãîðè-
åé ñòðóêòóðèðîâàííûõ ìíîæåñòâ. Òàê ñóùåñòâóþò Top → Set,
Vect→ Ab, Vect→ Set, è òàê äàëåå.
3. Ïîñòîÿííûé óíêòîð ∆C : K → L ïðèíèìàåò íà âñåõ îáúåêòàõ
çíà÷åíèå C ∈ L0 è íà âñåõ ìîðèçìàõ çíà÷åíèå 1C ∈ L1.
4. Íåóáûâàþùàÿ óíêöèÿ f : (L,<) → (L′, <) èç îäíîãî ïðåäóïîðÿ-
äî÷åííîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå ÿâëÿåòñÿ óíêòîðîì.
7
5. Hom-óíêòîð, îïðåäåëåííûé îáúåêòîì K ∈ K0, çàäàåòñÿ êàê
Hom(K,−) : K → Set :
{
X 7→ Hom(K,X) (íà îáúåêòàõ)
(X
f
→ Y ) 7→ (Hom(K,X)
f∗
→ Hom(K, Y )) (íà ñòðåëêàõ)
ãäå f ∗(g) := f ◦ g.
Ôóíêòîð F : K → L èíäóöèðóåò äëÿ êàæäîé ïàðû îáúåêòîâ X, Y ∈
K0 îòîáðàæåíèå FX,Y : K(X, Y ) → L(FX, FY ). Åñëè äëÿ êàæäîé ïà-
ðû îáúåêòîâ ýòî îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî (ïåðåâîäèò ðàçíûå ýëåìåíòû
â ðàçíûå), òî óíêòîð íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè ñþðúåêòèâíî
(îòîáðàæåíèå íà), òî ñþðúåêòèâíûì èëè ïîëíûì.
Óòâåðæäåíèå 2. Êàæäûé óíêòîð ñîõðàíÿåò èçîìîðèçìû, òî åñòü
åñëè f åñòü èçîìîðèçì, òî Ff òîæå èçîìîðèçì.
Ýòî ïðîñòîå ïðåäëîæåíèå ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà òîãî, ÷òî äâà îáúåêòà íåèçîìîðíû (èìåííî, åñëè óäàåòñÿ ïîñòðî-
èòü óíêòîð â êàòåãîðèþ, ãäå îáðàçû ýòèõ îáúåêòîâ íåèçîìîðíû). Íà-
ïðèìåð, ãðóïïà ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ýìåíòîâ íå ìîæåò áûòü èçîìîðíà
ãðóïïå, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ýëåìåíòîâ, òàê êàê (ïðèìåíÿåì çàáûâàþùèé
óíêòîð) ìíîæåñòâà íåñóùèå ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ ýòèõ ãðóïï íå íàõî-
äÿòñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè.
Óïðàæíåíèÿ 4. 1. Äîêàçàòü ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå.
2. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîëíûé óíêòîð ìîæåò íå ñîõðàíÿòü ìîíî- è
ýïè- ñòðåëêè.
3. Äîêàçàòü, ÷òî íåóáûâàþùàÿ óíêöèÿ ìåæäó ïðåäóïîðÿäî÷åííû-
ìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿåòñÿ óíêòîðîì.
4. Äîêàçàòü, ÷òî âëîæåíèå ïîäêàòåãîðèè (â êàòåãîðèþ) ÿâëÿåòñÿ
óíêòîðîì. Ýòîò óíêòîð ïîëíûé, åñëè è òîëüêî åñëè ïîäêàòå-
ãîðèÿ ïîëíàÿ.
5. Óáåäèòüñÿ, ÷òî Set ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì, à òàêæå ïîäêàòåãîðèåé
êàòåãîðèè Cat.
6. Äîêàçàòü, ÷òî Hom-óíêòîð ÿâëÿåòñÿ óíêòîðîì.
Óòâåðæäåíèå 3. Ñóùåñòâóåò êàòåãîðèÿ Cat, îáúåêòû êîòîðîé êà-
òåãîðèè, à ñòðåëêè  óíêòîðû ìåæäó íèìè.
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Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü òåîðèþ êàòåãîðèé ê ñàìîé ñåáå.
×àñòî âñòðå÷àþòñÿ îòîáðàæåíèÿ ìåæäó êàòåãîðèÿìè, êîòîðûå óäî-
âëåòâîðÿþò âñåì ñâîéñòâàì óíêòîðà, íî ìåíÿþò ìåñòàìè íà÷àëî è êî-
íåö ñòðåëîê. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþò êîíòðàâàðèàíòíûìè óíê-
òîðàìè èëè ïðåäïó÷êàìè. Îáû÷íûå óíêòîðû íàçûâàþòñÿ òîãäà êî-
âàðèàíòíûìè.
Ïðèìåðû.
1. Òîæäåñòâåííûé êîíòðàâàðèàíòíûé óíêòîð I : K → Kop
äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà îáúåêòàõ è ñòðåëêàõ, íî íà÷àëî è êî-
íåö ñòðåëîê â Kop çàäàþòñÿ íàîáîðîò cop := d, dop := c.
Ôóíêòîð I èìååò îáðàòíûé I−1 : Kop → K, êîòîðûé äåéñòâóåò â
òî÷íîñòè ïî òàêîìó æå ïðàâèëó êàê è I. Ïîýòîìó, ëþáîìó êîíòðà-
âàðèàíòíîìó óíêòîðó F : K → L áèåêòèâíî ñîîòâåòñâóåò êîâà-
ðèàíòíûé óíêòîð F ◦ I−1 : Kop → L, êîòîðûé îáîçíà÷àþò òîé
æå áóêâîé F , è êîòîðûé îïðåäåëåí íà äâîéñòâåííîé êàòåãîðèè Kop
(äðóãèìè ñëîâàìè, êîíòðàâàðèàíòíûé óíêòîð F : K → L è êîâà-
ðèàíòíûé óíêòîð F : Kop → L ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè).
2. Êîíòðàâàðèàíòíûé Hom-óíêòîð, îïðåäåëåííûé îáúåêòîì K ∈
K0, çàäàåòñÿ êàê Hom(−, K) : K → Set :
{
X 7→ Hom(X,K) (íà îáúåêòàõ)
(X
f
→ Y ) 7→ (Hom(Y,K)
f∗
→ Hom(X,K)) (íà ñòðåëêàõ)
ãäå f∗(g) := g ◦ f .
3. Ìíîæåñòâî-ñòåïåíü óíêòîð P : Set→ Set :
{
X 7→ P(X) (íà îáúåêòàõ)
(X
f
→ Y ) 7→ (P(Y )
P(f)
→ P(X)) (íà ñòðåëêàõ)
ãäå P(X) := {S |S ⊂ X} (ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ),
P(f)(S ′) := {x ∈ X | f(x) ∈ S ′} (ïðîîáðàç ïîäìíîæåñòâà S ′ ⊂ Y ).
Óïðàæíåíèÿ 5. 1. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 3.
2. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò çàáûâàþùèé óíêòîð èç êàòåãîðèè
Cat â êàòåãîðèþ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàîâ Graph (îòîáðàæåíèå
ìåæäó ãðààìè ýòî óíêöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ âåðøèíû â âåðøèíû,
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à ðåáðà â ðåáðà òàê, ÷òî îïåðàöèè âçÿòèÿ íà÷àëà è êîíöà ðåáðà
ñîõðàíÿþòñÿ).
3. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå óíêòîðîâ îäèíàêîâîé âàðèàíòíî-
ñòè äàåò êîâàðèàíòíûé óíêòîð, à ðàçíîé âàðèàíòíîñòè  êîí-
òðàâàðèàíòíûé.
4. Íàéòè êîâàðèàíòíóþ âåðñèþ óíêòîðà ìíîæåñòâî-ñòåïåíü.
1.4 Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê äåîðìàöèþ
îäíîãî óíêòîðà â äðóãîé âäîëü ñòðåëîê. Ñîäåðæàòåëüíî ýòè ñòðåëêè
ïðåäñòàâëÿþò îáû÷íî êàêîå-òî èíâàðèàíòíîå îäèíàêîâîå äëÿ âñåõ îáú-
åêòîâ ïðàâèëî.
Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü F : K → L, G : K → L äâà óíêòîðà ìåæäó
êàòåãîðèÿìè K è L. Òîãäà ñåìåéñòâî L-ñòðåëîê {FX
µX→ GX |X ∈ K0},
ïî îäíîé äëÿ êàæäîãî îáúåêòà X èç K, íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì
ïðåîáðàçîâàíèåì óíêòîðà F â óíêòîð G, åñëè äëÿ ëþáîé ñòðåë-
êè (f : X → Y ) ∈ K1 äèàãðàììà
FY
µY // GY
FX µX
//
Ff
OO
GX
Gf
OO
êîììóòàòèâíà, òî
åñòü µY ◦ Ff = Gf ◦ µX .
Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ îáû÷íî äâîéíûìè ñòðåëêà-
ìè µ : F ⇒ G. Ñòðåëêè µX íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè åñòåñòâåííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ µ.
Ïðèìåðû.
1. Åäèíè÷íîå åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå óíêòîðà F : K → L â
ñåáÿ çàäàåòñÿ åäèíè÷íûìè ñòðåëêàìè 1FX, X ∈ K0.
2. àññìîòðèì äâà óíêòîðà: òîæäåñòâåííûé 1Ab : Ab → Ab è
óíêòîð êðó÷åíèÿ Tor : Ab → Ab. Ôóíêòîð êðó÷åíèÿ íàçíà÷àåò
êàæäîé àáåëåâîé ãðóïïå A ïîäãðóïïó êðó÷åíèÿ Tor(A) := {a ∈
A | ∃n ∈ N, n 6= 0, na = 0}, à êàæäîé ñòðåëêå A
f
→ B åå îãðàíè÷åíèå
íà ïîäãðóïïó ýëåìåíòîâ íåíóëåâîãî êðó÷åíèÿ Tor(A)
f |
→ Tor(B).
Òîãäà åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå ãðóïï
Tor(A) →֒ A äëÿ êàæäîé àáåëåâîé ãðóïïû A.
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3. Ïóñòü Rng îáîçíà÷àåò êàòåãîðèþ êîììóòàòèâíûõ êîëåö è ãîìî-
ìîðèçìîâ. Êîììóòàòèâíîå êîëüöî ýòî ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ êîììó-
òàòèâíûìè îïåðàöèÿìè, ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ñîãëàñîâàííûìè
ìåæäó ñîáîé äèñòðèáóòèâíûì çàêîíîì a · (b + c) = a · b + a · c.
Ïóñòü GLR(n) è R
∗
îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ãðóïïó ïî óìíî-
æåíèþ n × n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R è
ãðóïïó åäèíèö (îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ) êîëüöà R.
àññìîòðèì äâà óíêòîðà Gl(−)(n), (−)
∗ : Rng→ Grp. Ïåðâûé ñî-
ïîñòàâëÿåò êîëüöó R ãðóïïó GlR(n), à êîëüöåâîìó ãîìîìîðèçìó
R
f
→ S ãîìîìîðèçì ãðóïï GLR(n) → GLS(n) : (aij) 7→ (f(aij)).
Âòîðîé ñîïîñòàâëÿåò êîëüöó R ãðóïïó R∗, à êîëüöåâîìó ãîìîìîð-
èçìó åãî îãðàíè÷åíèå íà îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà. Òîãäà îïå-
ðàöèÿ âçÿòèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû det : GLR(n) → R
∗
ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì ãîìîìîðèçìîì ãðóïï.
4. Åñëè Hom(K,−), Hom(K ′,−) : K → Set äâà êîâàðèàíòíûõ Hom-
óíêòîðà, òî ëþáàÿ ñòðåëêà f : K → K ′ çàäàåò åñòåñòâåííîå ïðå-
áðàçîâàíèå Hom(f,−) : Hom(K ′,−) ⇒ Hom(K,−) ïî ïðàâèëó
∀X ∈ K Hom(f,X) : Hom(K ′, X)→ Hom(K,X) : g 7→ g ◦ f .
Àíàëîãè÷íî çàäàåòñÿ åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå êîíòðàâàðèàíò-
íûõ Hom-óíêòîðîâ Hom(−, f) : Hom(−, K)→ Hom(−, K ′) : ∗ 7→
f ◦ ∗.
Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáûõ äâóõ êàòåãîðèé K è L óíêòîðû èç K â L
îáðàçóþò êàòåãîðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñàìè óíêòîðû, à
ñòðåëêàìè åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó íèìè ñ óìíîæåíèåì
îïðåäåëåííûì ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè K
F
µ⇓ $$G
ν⇓
//
H
:: L äâà åñòåñòâåí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ èç F â G è èç G â H, òîãäà ïîêîìïîíåíòíàÿ êîìïî-
çèöèÿ ñòðåëîê ñîñòàâëÿþùèõ åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäàåò íî-
âîå åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ν◦µ : F ⇒ H ñ êîìïîíåíòàìè νX ◦µX,
X ∈ K0. Åäèíèöàìè â êàòåãîðèè ñëóæàò åäèíè÷íûå åñòåñòâåííûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Àêñèîìà åäèíèöû î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿåòñÿ, êàê è àêñèîìà àññîöèàòèâ-
íîñòè, ïîòîìó ÷òî êîìïîçèöèÿ îïðåäåëåíà ïîêîìïîíåíòíî. Ïðîâåðèì ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè êîìïîçèöèÿ ν ◦ µ åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Äëÿ ýòîãî
âíåøíèé ïðÿìîóãîëüíèê äîëæåí áûòü êîììóòàòèâåí
11
FY
µY // GY
νY // HY
FX
Ff
OO
µX
// GX
Gf
OO
νX
// HX
Hf
OO
÷òî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, ïîòîìó ÷òî ñîñòàâ-
ëÿþùèå åãî êâàäðàòû êîììóòàòèâíû ïî óñëîâèþ. 
Êàòåãðèÿ óíêòîðîâ èç K â L îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ñòåïåíü LK. Êîí-
òðàâàðèàíòíûå óíêòîðû òàêæå ñîñòàâëÿþò (ñâîþ) êàòåãîðèþ LK
op
.
Óòâåðæäåíèå 5. Äëÿ ëþáîé êàòåãîðèè K èìåþòñÿ
• êîíòðàâàðèàíòíûé óíêòîð Kop → SetK,
• êîâàðèàíòíûé óíêòîð K → SetK
op
,
ãäå SetK, SetK
op
ñîîòâåòñòâåííî êàòåãîðèè êîâàðèàíòíûõ è êîí-
òðàâàðèàíòíûõ óíêòîðîâ èç K â Set.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Íàçíà÷àåì îáúåêòàì è ñòðåëêàì Hom-óíêòîðû êàê â ïðèìåðå 4. Ïðî-
âåðêà òîãî, ÷òî ýòî äàåò óíêòîðû, îñòàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. 
Óïðàæíåíèÿ 6. 1. Óáåäèòüñÿ, ÷òî â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ äåé-
ñòâèòåëüíî îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
2. Íàðèñîâàòü êîììóòàòèâíûé êâàäðàò äëÿ åñòåñòâåííîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ óíêòîðîâ.
3. Âîñïîëíèòü íåäîñòàþùèå äåòàëè â äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäå-
íèé.
1.5 2-êàòåãîðèè
Åñòåñòâåííåé è ïðîùå ðàññìàòðèâàòü êàòåãîðèþ Cat êàê ñîñòîÿùóþ èç
êàòåãîðèé â êà÷åñòâå îáúåêòîâ, óíêòîðîâ â êà÷åñòâå ñòðåëîê è åñòå-
ñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé â êà÷åñòâå äâóìåðíûõ ñòðåëîê (2-ñòðåëîê). Ýòî
ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ 2-êàòåãîðèè.
Îïðåäåëåíèå 8. 2-êàòåãîðèÿ K ñîñòîèò èç òðåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
êëàññîâ K0 (îáúåêòû), K1 (1-ñòðåëêè), K2 (2-ñòðåëêè), ïðè ýòîì
• äëÿ ýëåìåíòîâ êëàññîâ K0 è K1 ñóùåñòâóþò åäèíè÷íûå ñòðåë-
êè, íà åäèíèöó áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, ÷åì èñõîäíûé îáúåêò èëè
ñòðåëêà,
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• íà êëàññàõ K1 è K2 îïðåäåëåíû îïåðàöèè d (âçÿòèÿ íà÷àëà) è c
(âçÿòèÿ êîíöà) ñòðåëêè, òàêèå ÷òî dc = dd, cd = cc (ñìîòðèòå
êàðòèíêó
• ⇓
((
66 • ),
• íà 1-ñòðåëêàõ è 2-ñòðåëêàõ îïðåäåëåíî îáû÷íîå óìíîæåíèå f ◦ g
(èëè µ ◦ ν), åñëè êîíåö ïåðâîé ñòðåëêè ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì âòî-
ðîé, òî åñòü cg = df (èëè cν = dµ) (íà äèàãðàììàõ ýòî áó-
äåò
•
g // •
f // •
èëè
•
ν⇓   
µ⇓
//
?? • ). Ïðè ýòîì óìíîæåíèå ◦ äëÿ
1-ñòðåëîê íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì, à äëÿ 2-ñòðåëîê âåðòè-
êàëüíûì,
• äëÿ 2-ñòðåëîê îïðåäåëåíî ãîðèçîíòàëüíîå óìíîæåíèå µ ∗ ν, åñëè
ddµ = ccν (òî åñòü •
F
ν⇓
((
G
66 •
H
µ⇓
((
J
66 • ), ïðè ýòîì
 òèï ïðîèçâåäåíèÿ åñòü µ ∗ ν : H ◦ F ⇒ J ◦G,
 1H ∗ 1F = 1H◦F äëÿ ëþáûõ óìíîæàåìûõ 1-ñòðåëîê F è H,
• (àêñèîìà åäèíèöû) äëÿ f : X → Y è äëÿ µ : f ⇒ g âûïîëíÿåòñÿ
1Y ◦ f = f = f ◦ 1X , 1g ◦ µ = µ = µ ◦ 1f , 11Y ∗ µ = µ = µ ∗ 11X ,
• (àêñèîìà àññîöèàòèâíîñòè) f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h, µ ◦ (ν ◦ η) =
(µ ◦ ν) ◦ η, α ∗ (β ∗ γ) = (α ∗ β) ∗ γ (äëÿ âñåõ ñòðåëîê, äëÿ êîòîðûõ
ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëåíû),
• (ïåðåñòàíîâêà îïåðàöèé) (δ ◦ γ) ∗ (β ◦ α) = (δ ∗ β) ◦ (γ ∗ α) äëÿ
2-ñòðåëîê, ðàñïîëîæåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì
•
α⇓   
β⇓
//
?? •
γ⇓   
δ⇓
//
?? •
Ýòî äëèííîå îïðåäåëåíèå ââîäèò åñòåñòâåííûå ïðàâèëà, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ìîæíî ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñî ñòðåëêàìè. Ïî ñóùåñòâó,
óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëåíèå ñ îäíîé îïåðàöèåé ◦ èëè ∗ íå çàâèñèò
îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê, ÷òî åäèíèöà ïîãëîùàåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì, è
÷òî îïåðàöèè ◦ è ∗ êîììóòèðóþò (ïåðåñòàíîâî÷íû). Äðóãîå îïðåäåëåíèå
ìîæíî íàéòè â óïðàæíåíèè 1.
Ïðèìåðû.
1. Êàòåãîðèÿ Cat ÿâëÿåòñÿ 2-êàòåãîðèåé ñ ãîðèçîíòàëüíûì óìíîæå-
íèåì äëÿ 2-ñòðåëîê
•
F
α⇓
((
G
66 •
H
β⇓
((
J
66 • , îïðåäåëåííûì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì (β ∗ α)X := J(αX) ◦ βFX (÷òî òàêæå ðàâíî βGX ◦ H(αX),
ïîñêîëüêó β åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äåéñòâèòåëüíî, êâàäðàò
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HFX
βFX //
HαX

JFX
JαX

HGX
βGX
// JGX
êîììóòàòèâíûé ïî îïðåäåëåíèþ åñòåñòâåííî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ β).
Äîêàçàòåëüñòâî àññîöèàòèâíîñòè ∗ è ïåðåñòàíîâî÷íîãî çàêîíà äëÿ
∗ è ◦ îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
Cat, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê 2-êàòåãîðèÿ, îáîçíà÷àåòñÿ 2-Cat.
2. Hom-óíêòîð 2-Cat(K,−) : 2-Cat → 2-Cat ÿâëÿåòñÿ òàê íàçû-
âàåìûì 2-óíêòîðîì (êîòîðûé îòîáðàæàåò îáúåêòû â îáúåêòû, 1-
ñòðåëêè â 1-ñòðåëêè, 2-ñòðåëêè â 2-ñòðåëêè, ñîõðàíÿåò åäèíèöû è
îáå îïåðàöèè). Îí íàçíà÷àåò êàòåãîðèè L 1-êàòåãîðèþ óíêòîðîâ
èç K â L, òî åñòü 2-Cat(K,L), óíêòîðó F : L → M óíêòîð
2-Cat(K, F ) : 2-Cat(K,L) → 2-Cat(K,M) : G 7→ F ◦ G, è åñòå-
ñòâåííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ µ : F ⇒ H , ãäå F,H : K → L óíêòî-
ðû, åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå 2-Cat(K, µ) : G 7→ µ ∗ 1G, ãäå G
ïðîáåãàåò îáúåêòû (óíêòîðû) â 2-Cat(K,L).
3. 2-Top ñîñòîèò èç òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ â êà÷åñòâå îáúåê-
òîâ, íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé â êà÷åñòâå 1-ñòðåëîê è ãîìîòîïèé
(òî÷íåå, êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ãîìîòîïèé) â êà÷åñòâå 2-ñòðåëîê.
îìîòîïèÿ (=äåîðìàöèÿ) α : f ⇒ g ìåæäó äâóìÿ íåïðåðûâíûìè
îòîáðàæåíèÿìè f : X → Y è g : X → Y îïðåäåëÿåòñÿ êàê 'ïóòü'
αt : X → Y, t ∈ [0, 1], òàêîé ÷òî α0(x) = f(x), α1(x) = g(x) äëÿ âñåõ
òî÷åê x ∈ X , è óíêöèÿ α−(−) : [0, 1]×X → Y íåïðåðûâíà.
îðèçîíòàëüíîå óìíîæåíèå äëÿ íåïðåðûâíûõ óíêöèé îáû÷íàÿ êîì-
ïîçèöèÿ (f ◦ g) := f(g(x)), x ∈ X , âåðòèêàëüíîå óìíîæåíèå äëÿ
ãîìîòîïèé (β ◦ α)t(x) :=
{
α2t(x) t ∈ [0, 1/2]
β2t−1(x) t ∈ [1/2, 1]
(òî åñòü ïåðâóþ
ïîëîâèíó 'âðåìåíè' âûïîëíÿåòñÿ α, à âòîðóþ β). îðèçîíòàëüíîå
óìíîæåíèå ∗ äëÿ ãîìîòîïèé ïîõîæå íà ñîîòâåòñòâóþùåå óìíîæå-
íèå â 2-Cat è îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
4. 2-óíêòîð 2-Top(1,−) : 2-Top → 2-Cat, ãäå 1 îäíîòî÷å÷íîå òî-
ïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåòñÿ óíêòîðîì âçÿòèÿ óí-
äàìåíòàëüíîãî ãðóïïîèäà. Îí íàçíà÷àåò òîïîëîãè÷åñêîìó ïðî-
ñòðàíñòâó 2-êàòåãîðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïðî-
ñòðàíñòâà, 1-ñòðåëêàìè íåïðåðûâíûå ïóòè ìåæäó òî÷êàìè, 2-ñòðåë-
êàìè ãîìîòîïèè (êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ãîìîòîïèé) ìåæäó ïóòÿ-
ìè. Ýòîò óíêòîð èìååò âàæíûå ïðèìåíåíèÿ â òîïîëîãèè.
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Óïðàæíåíèÿ 7. 1. Ñóùåñòâóåò áîëåå àáñòðàêòíîå îïðåäåëåíèå 2-
êàòåãîðèè. Èìåííî, 2-êàòåãîðèÿ K ñîñòîèò èç êëàññà îáúåêòîâ
K0, äëÿ êàæäûõ äâóõ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî X, Y ∈ K0 íàçíà÷åíà
êàòåãîðèÿ K(X, Y ), îáúåêòû êîòîðîé íàçûâàþòñÿ 1-ñòðåëêàìè, à
ñòðåëêè 2-ñòðåëêàìè. Äëÿ êàæäîé êàòåãîðèè âèäà K(X,X) èìå-
åòñÿ óíêòîð I : 1→ K(X,X), ãäå 1 êàòåãîðèÿ ñîñòîÿùàÿ èç îä-
íîãî îáúåêòà è îäíîé ñòðåëêè, (âûäåëÿþùèé 1X è 11X â K(X,X)).
Äëÿ êàæäîé òðîéêè îáúåêòîâ X, Y, Z èìååòñÿ óíêòîð óìíîæå-
íèÿ ∗ : K(Y, Z)×K(X, Y )→ K(X,Z). Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ
(àêñèîìà åäèíèöû)
K(X,X)×K(X, Y ) ∗ // K(X, Y )
1×K(X, Y )
I×1K(X,Y )
OO
pr2
66lllllllllllll
K(X, Y )×K(X,X) ∗ // K(X, Y )
K(X, Y )× 1
1K(X,Y )×I
OO
pr1
66lllllllllllll
è (àêñèîìà àññîöèàòèâíîñòè)
K(Z,W )× (K(Y, Z)×K(X, Y ))
∼
→ //
1K(Z,W )×∗

(K(Z,W )×K(Y, Z))×K(X, Y )
∗×1K(X,Y )

K(Z,W )×K(X,Z)
∗

K(Y,W )×K(X, Y )
∗
rrffffff
fffff
fffff
fffff
fffff
f
K(X,W )
Â îïðåäåëåíèè èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ êàòåãîðèé âèäà K×L è
ïðîèçâåäåíèÿ óíêòîðîâ âèäà F ×G. Íå äàâàÿ îðìàëüíîãî îïðå-
äåëåíèÿ, òîëüêî îòìåòèì, ÷òî îáúåêòû ïðîèçâåäåíèÿ êàòåãîðèé
ýòî ïàðû îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êàòåãîðèé, ñòðåëêè ïàðû
ñòðåëîê, è âñå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî. Ïðîèçâåäå-
íèå óíêòîðîâ äåéñòâóåò ïî îðìóëå (F × G)(K,L) := (FK,GL)
(íà îáúåêòàõ) è (F ×G)(f, g) := (Ff,Gg) (íà ñòðåëêàõ). Ôóíêòî-
ðû ïðîåêöèè pr1 : K × L → K è pr2 : K × L → L âûäåëÿþò ñî-
îòâåòñòâåííî ïåðâóþ è âòîðóþ êîìïîíåíòó ïàðû (îáúåêòîâ èëè
ñòðåëîê).
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ãîðèçîíòàëüíîå óìíîæåíèå 1-
ñòðåëîê ñëåäîâàëî áû îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∗.
×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü ýòî îïðåäåëåíèå è óáå-
äèòüñÿ, ÷òî îíî ýêâèâàëåíòíî äàííîìó â òåêñòå.
2. Äîêàçàòü àññîöèàòèâíîñòü è ïåðåñòàíîâî÷íûé çàêîí äëÿ ∗ â êà-
òåãîðèè 2-Cat.
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3. Âûïèñàòü ÿâíóþ îðìóëó äëÿ ãîðèçîíòàëüíîãî óìíîæåíèÿ ãîìî-
òîïèé.
4. Óáåäèòüñÿ, ÷òî óíêòîð âçÿòèÿ óíäàìåíòàëüíîãî ãðóïïîèäà íà-
çíà÷àåò íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèÿì óíêòîðû, à ãîìîòîïèÿì
åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Çàìå÷àíèå. Îáû÷íûå êàòåãîðèè ìîãóò áûòü íàäåëåíû ñòðóêòóðîé
2-êàòåãîðèè ïî êðàéíåé ìåðå äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Êîãäà ââîäÿòñÿ
òîëüêî åäèíè÷íûå 2-ñòðåëêè äëÿ êàæäîé 1-ñòðåëêè êàòåãîðèè. È êîãäà
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ñòðåëêàìè (òî åñòü
ñ îáùèì íà÷àëîì è êîíöîì) ñóùåñòâóåò îäíà è òîëüêî îäíà 2-ñòðåëêà.
1.6 Ýêâèâàëåíòíîñòè â 2-êàòåãîðèè
×àñòî â ìàòåìàòèêå èíòåðåñóþòñÿ âîïðîñîì, ñóùåñòâóåò ëè îáðàòèìîå
ïðåîáðàçîâàíèå îäíîãî îáúåêòà â äðóãîé, ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ìî-
ãóò áûòü áîëåå èëè ìåíåå îáðàòèìûìè. Ñîîòâåòñòâåííî ââîäÿòñÿ ñòðîãèå
ýêâèâàëåíòíîñòè (èëè èçîìîðèçìû) è ñëàáûå ýêâèâàëåíòíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 9. 1-ñòðåëêà f : X → Y â 2-êàòåãîðèè K íàçûâàåòñÿ
• ñòðîãîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ñòðåë-
êà g : Y → X, òî åñòü òàêàÿ ñòðåëêà, ÷òî g ◦ f = 1X , f ◦ g = 1Y ,
• ñëàáîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, åñëè ñóùåñòâóåò ñòðåëêà g : Y →
X, è ñóùåñòâóþò îáðàòèìûå 2-ñòðåëêè α è ω òàêèå, ÷òî g ◦f
α
⇒
1X , f ◦ g
ω
⇒ 1Y .
Â îïðåäåëåíèè ñóùåñòâåííî, ÷òî α è ω îáðàòèìû (òî åñòü 2-èçîìîðèçìû).
Ñèëüíûå ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àþòñÿ X
≃
→ Y , à ñëàáûå X
∼
→ Y . Ñî-
îòâåòñòâåííî èçîìîðíûå îáúåêòû îáîçíà÷àþòñÿ X ≃ Y , à (ñëàáî) ýê-
âèâàëåíòíûå X ∼ Y .
Î÷åâèäíî, ñòðîãèå ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè (äîñòàòî÷íî
ïîëîæèòü α = 11X , ω = 11Y ), íî íå íàîáîðîò.
Ïðèìåðû.
1. Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set, ðàññìàòðèâàåìîé êàê 2-êàòåãîðèÿ ñ åäè-
íè÷íûìè òîëüêî 2-ñòðåëêàìè, âñå ñòðîãèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâïà-
äàþò ñî ñëàáûìè è ÿâëÿþòñÿ áèåêöèÿìè ìíîæåñòâ. Åñëè ðàññìàò-
ðèâàòü Set ñ 2-ñòðåëêàìè, ñóùåñòâóþùèìè ïî îäíîé äëÿ êàæäîé
ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ñòðåëîê, òî ñòðîãèìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè áóäóò
áèåêöèè, à ñëàáûìè ëþáûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íåïóñòûìè ìíîæå-
ñòâàìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âñå íåïóñòûå ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíû.
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2. Â êàòåãîðèè 2-Cat îòíîøåíèå èçîìîðèçìà ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì æåñò-
êèì, íî òåì íå ìåíåå ïîëåçíûì. Îíî âûðàæàåò àêò, ÷òî äâå êàòå-
ãîðèè 'àáñîëþòíî' îäèíàêîâû, õîòÿ, ìîæåò áûòü, îïèñàíû ïî ðàç-
íîìó. Òàê êàòåãîðèÿ Ab èçîìîðíà êàòåãîðèè Z-ìîäóëåé Z-Mod.
Z-ìîäóëü ýòî àáåëåâà ãðóïïà, ýëåìåíòû êîòîðîé ìîæíî óìíîæàòü
íà öåëûå ÷èëà, ñ ïðîñòûìè àêñèîìàìè. Êàçàëîñü áû, äîïîëíèòåëü-
íàÿ ñòðóêòóðà óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà äîëæíà äåëàòü êëàññ Z-ìîäóëåé
ìåíüøå, ÷åì êëàññ àáåëåâûõ ãðóïï, íî ýòî óìíîæåíèå âûâîäèòñÿ èç
âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ãðóïïû, òàê ÷òî êàæäàÿ àáåëâà ãðóïïà åñòü
Z-ìîäóëü (n · a = a + · · ·+ a (n ðàç)).
Îòíîøåíèå ñëàáîé ýêâèâàëåíòíîñòè â 2-Cat íàçûâàåòñÿ ïðîñòî îò-
íîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãîðèé. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, åñ-
ëè K
F
))
L
G
ii ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé K è L, òî X ≃ GFX ,
Y ≃ FGY äëÿ âñåõ îáúåêòîâ X ∈ K0, Y ∈ L0. Íàïðèìåð, êà-
òåãîðèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ Vect ýêâèâàëåíòíà ñâîåé ïîëíîé
ïîäêàòåãîðèè, ñîñòîÿùåé èç êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé âåêòîð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè 0, k, k2, . . . , kn, . . . , ãäå
k åñòü ïîëå ÷èñåë, íà êîòîðûå óìíîæàþòñÿ ýëåìåíòû âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ.
3. Âîçüìåì äâà îáúåêòà â 2-Top, èìåííî, ïðÿìóþ ëèíèþ è òî÷êó. Òî-
ãäà ýòè äâà îáúåêòà íå èçîìîðíû â 2-Top, òàê êàê èçîìîðíûå
îáúåêòû â 2-Top äîëæíû áûòü èçîìîðíû â 2-Set (ñ 2-ñòðåëêàìè,
âûáðàííûìè ïî îäíîé äëÿ êàæäîé ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ñòðåëîê
â Set) íà òîì îñíîâàíèè, ÷òî ìû ïðèìåíÿåì çàáûâàþùèé óíê-
òîð. Íî òî÷êè ïðÿìîé è îäíà òî÷êà íå ìîãóò áûòü âî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè. Òåì íå ìåíåå, ïðÿìàÿ è òî÷êà ñëàáî ýê-
âèâàëåíòíû â 2-Top. Äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Óòâåðæäåíèå 6. Îòíîøåíèÿ èçîìîðèçìà è ñëàáîé ýêâèâàëåíòíîñòè
ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè (òî åñòü ðåëåêñèâíû, ñèì-
ìåòðè÷íû è òðàíçèòèâíû).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ èçîìîðèçìà ýòî óæå äîêàçàíî â óïðàæíåíèè
2.5 ïàðàãðàà 1.2. Äîêàæåì ïðåäëîæåíèå äëÿ ñëàáîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
(ðåëåêñèâíîñòü) X ∼ X , äëÿ ýòîãî âûáèðàåì 1-ñòðåëêè X
1X ))
X
1X
ii è
2-ñòðåëêè α = β = 11X ,
(ñèììåòðè÷íîñòü) X ∼ Y ⇒ Y ∼ X , äëÿ ýòîãî ìåíÿåì ìåñòàìè α è β,
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(òðàíçèòèâíîñòü) X ∼ Y è Y ∼ Z äàþò X ∼ Z, äëÿ ýòîãî ðàññìîò-
ðèì äèàãðàììó X
F ))
Y
H ))
G
ii Z
J
ii è âû÷èñëèì 1X
α−1
X⇒ G ◦ F
=
⇒ G ◦ 1Y ◦
F
1G∗α
−1
Y
∗1F
=⇒ G ◦ J ◦ H ◦ F , òî åñòü 1X ≃ (G ◦ J) ◦ (H ◦ F ). Àíàëîãè÷íî,
1Z ≃ (H ◦ F ) ◦ (G ◦ J). Ñëåäîâàòåëüíî, X ∼ Z. 
Óïðàæíåíèÿ 8. 1. Äîêàçàòü âñå óòâåðæäåíèÿ ïðèìåðà 1.
2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ è òî÷êà ñëàáî ýêâèâàëåíòíû â êàòåãîðèè
2-Top.
3. Äîêàçàòü, ÷òî âåðòèêàëüíàÿ è ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîçèöèè 2-
èçîìîðèçìîâ äàþò 2-èçîìîðèçìû.
4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ 1-ñòðåëîê F : Y → Z è G : W → X ãîðèçîí-
òàëüíûå óìíîæåíèÿ
F ∗ − : K(X, Y )→ K(X,Z) :
{
H 7→ F ◦H (íà îáúåêòàõ)
µ 7→ 1F ∗ µ (íà ñòðåëêàõ)
è
− ∗ G : K(X, Y ) → K(W,Y ) :
{
H 7→ H ◦G (íà îáúåêòàõ)
µ 7→ µ ∗ 1G (íà ñòðåëêàõ)
ÿâëÿ-
þòñÿ óíêòîðàìè.
5. Äîêàçàòü, ÷òî âëîæåíèå ïîëíîé ïîäêàòåãîðèè L →֒ K òàêîé, ÷òî
êàæäûé îáúåêò èç K èçîìîðåí íåêîòîðîìó îáúåêòó â L, ÿâëÿåò-
ñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
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ëàâà 2
Ïðåäñòàâèìûå óíêòîðû
Ïðåäñòàâèìûå óíêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñàìûì ñòàðîìîäíûì ñðåäñòâîì â òåî-
ðèè êàòåãîðèé, íî óäîáíû òåì, ÷òî ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ñ åäèíîé
òî÷êè çðåíèÿ ðàçíûå âîïðîñû (ïðåäåëû, êîïðåäåëû, ñîïðÿæåííîñòü è
äðóãèå).
2.1 Ïðåäñòàâèìûå óíêòîðû. Âëîæåíèå Éî-
íåäû
Îïðåäåëåíèå 10. • Êîâàðèàíòíûé óíêòîð F : K → Set íàçûâà-
åòñÿ ïðåäñòàâèìûì, åñëè îí èçîìîðåí Hom-óíêòîðó K(A,−) :
K → Set äëÿ íåêîòîðîãî îáúåêòà A ∈ K0, òî åñòü åñëè ñóùåñòâó-
åò åñòåñòâåííîå ïðîåáðàçîâàíèå χ : K(A,−)⇒ F âñå êîìïîíåíòû
êîòîðîãî χX : K(A,X)
≃
→ F (X) áèåêöèè.
• Àíàëîãè÷íî, êîíòðàâàðèàíòíûé óíêòîð F : Kop → Set íàçûâà-
åòñÿ ïðåäñòàâèìûì, åñëè îí èçîìîðåí Hom-óíêòîðó K(−, A) :
Kop → Set äëÿ íåêîòîðîãî îáúåêòà A ∈ K0, òî åñòü åñëè ñóùå-
ñòâóåò åñòåñòâåííîå ïðîåáðàçîâàíèå χ : K(−, A) ⇒ F âñå êîìïî-
íåíòû êîòîðîãî χX : K(X,A)
≃
→ F (X) áèåêöèè.
Îáúåêò A íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëÿþùèì îáúåêòîì. Ìíîæåñòâî FA ñî-
äåðæèò õàðàêòåðíûé ýëåìåíò χA(1A), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëü-
íûì ýëåìåíòîì.
Èç îïðåäåëåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî ýëåìåíòà è òîãî, ÷òî χ åñòåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå, ñëåäóåò, ÷òî âñå êîìïîíåíòû χ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíû
ñàìèì óíêòîðîì F è óíèâåðñàëüíûì ýëåìåíòîì χA(1A). Äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèì äèàãðàììó (íàïðèìåð, äëÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî óíêòîðà F )
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Xf

K(X,A)
χX // FX
A K(A,A) χA
//
K(f,A)
OO
FA
F (f)
OO
Ïîëó÷èì χX ◦ K(f, A)(1A) = Ff ◦ χA(1A)
èëè χX(f) = F (f)(χA(1A)). Èç ïîñëåäíåé îðìóëû òàêæå ñëåäóåò, ÷òî
óíêòîð F ñî çíà÷åíèÿìè â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ïðåäñòàâèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò îáúåêò A ∈ K0 è ýëåìåíò a ∈ FA òà-
êèå, ÷òî îòîáðàæåíèå F (−)(a) : K(X,A) → FX áèåêòèâíî äëÿ êàæ-
äîãî X ∈ K0 (äëÿ êîâàðèàíòíîãî óíêòîðà îòîáðàæåíèå áóäåò òèïà
F (−)(a) : K(A,X)→ FX).
Åñëè ââåñòè 'êàòåãîðèþ ýëåìåíòîâ', îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïà-
ðû (C, c), ãäå C ∈ K0, c ∈ FC, à ñòðåëêàìè f : (B, b) → (C, c) ñëóæàò
ñòðåëêè (f : B → C) ∈ K1 òàêèå, ÷òî F (f)(c) = b (äëÿ êîíòðàâàðèàíò-
íîãî óíêòîðà F ) èëè F (f)(b) = c (äëÿ êîâàðèàíòíîãî óíêòîðà F ), òî
êîíòðàâàðèàíòíûé óíêòîð F : Kop → Set ïðåäñòàâèì îáúåêòîì A ñ
óíèâåðñàëüíûì ýëåìåíòîì a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A, a) ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì îáúåêòîì â êàòåãîðèè ýëåìåíòîâ, è ñîîòâåòñòâåííî êîâàðè-
àíòíûé óíêòîð F : K → Set ïðåäñòàâèì îáúåêòîì A ñ óíèâåðñàëüíûì
ýëåìåíòîì a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A, a) ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì îáú-
åêòîì â êàòåãîðèè ýëåìåíòîâ.
Ôóíêòîð F : K → Set ìîæåò áûòü ïðåäñòàâèì ðàçíûìè îáúåêòàìè
èç K ñ ñîîòâåòñòâåííî ðàçíûìè óíèâåðñàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Îäíàêî,
â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëÿþùàÿ ïàðà ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì
îáúåêòîì â êàòåãîðèè ýëåìåíòîâ, è ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè (A, a) è (A′, a′)
äâå ïðåäñòàâëÿþùèå ïàðû äëÿ óíêòîðà F , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
èçîìîðèçì ìåæäó íèìè f : (A, a)
≃
→ (A′, a′). Àíàëîãè÷íî, äëÿ êîíòðà-
âàðèàíòíîãî ïðåäñòàâèìîãî óíêòîðà F : Kop → Set ïàðà (A, a) îïðåäå-
ëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðèçìà.
Ïðèìåðû.
1. Hom-óíêòîð K(A,−) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèìûì ñ ïðåäñòàâëÿþùèì
îáúåêòîì A, òàê êàê îí èçîìîðåí ñàìîìó ñåáå. Âëîæåíèå êàòå-
ãîðèè Hom-óíêòîðîâ â êàòåãîðèþ âñåõ ïðåäñòàâèìûõ óíêòîðîâ
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ.
2. Êîíòðàâàðèàíòíûé óíêòîð ìíîæåñòâî-ñòåïåíü P : Set → Set
ïðåäñòàâèì äâóõýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì, íàïðèìåð, {0, 1} (â òî
æå âðåìÿ êîâàðèàíòíûé óíêòîð ìíîæåñòâî-ñòåïåíü íå ÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâèìûì). Óíèâåðñàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíò-
íîå ïîäìíîæåñòâî {0} ∈ P({0, 1}) èëè {1} ∈ P({0, 1}). Äåéñòâè-
òåëüíî, P(−)({0}) : Set(X, {0, 1})→ P(X) : f 7→ f−1({0}) ÿâëÿåòñÿ
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áèåêöèåé (îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ñîïîñòàâëÿåò ïîäìíîæåñòâó ìíî-
æåñòâà X óíêöèþ, ðàâíóþ íóëþ íà ýòîì ïîäìíîæåñòâå è åäèíèöå
âíå åãî).
3. Çàáûâàþùèé óíêòîð U : Top → Set ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèìûì îä-
íîòî÷å÷íûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì 1. Äëÿ óíèâåðñàëüíî-
ãî ýëåìåíòà íåò âûáîðà, êðîìå ñàìîé ýòîé òî÷êè. Îáîçíà÷èì åå ∗
(∗ ∈ U(1)). Ïðîâåðÿåì, U(−)(∗) : Top(1, X) → U(X) : f 7→ f(∗)
ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé (îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçíà÷àåò ýëåìåíòó
x ∈ U(X) ∈ Set0 íåïðåðûâíóþ óíêöèþ f : 1 → X ñ åäèíñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì x).
4. Çàáûâàþùèé óíêòîð U : Vect → Set ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèìûì.
Ïðåäñòàâëÿþùèé îáúåêò åñòü k (ïîëå ñêàëÿðîâ), ðàññìàòðèâàåìîå
êàê îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Óíèâåðñàëüíûì ýëåìåí-
òîì ÿâëÿåòñÿ åäèíèöà ïîëÿ 1∈ k. Ïðîâåðÿåì, U(−)(1) :Vect(k,X)→
U(X) : f 7→ f(1) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òàê êàê äëÿ ëþáîãî ýëåìåí-
òà x âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà X íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ
óíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ 1 ∈ k â x.
Çàäàâàÿ îðìóëó åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F (−)(a) Hom-óíê-
òîðà K(A,−) â ïðåäñòàâèìûé óíêòîð F , ìû íèêàê íå ó÷èòûâàëè çàðà-
íåå, ÷òî ýòî åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò èçîìîðèçìîì (ýòî ÿâ-
ëÿëîñü äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì äëÿ ïðîâåðêè, ÷òî îáúåêò A è ýëåìåíò
a îïðåäåëÿþò ïðåäñòàâèìûé óíêòîð F ). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîèçâîëüíîå
åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Hom-óíêòîðà K(A,−) â ëþáîé óíêòîð
F ñî çíà÷åíèÿìè â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ âûãëÿäèò òî÷íî òàêæå F (−)(a).
Óòâåðæäåíèå 7 (Ëåììà Éîíåäû). Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñâèå θF,A : Set
K(K(A,−), F )
≃
→ F (A) (ìåæäó åñòåñòâåííûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ëþáîãî Hom-óíêòîðà â ïðîèçâîëüíûé óíêòîð F
ñî çíà÷åíèÿìè â Set è ìíîæåñòâîì F (A), êîòîðîå óíêòîð F íàçíà-
÷àåò ïðåäñòàâëÿþùåìó îáúåêòó A). Ýòî ñîîòâåòñòâèå åñòåñòâåííîå
ïî îáîèì àðãóìåíòàì F ∈ (SetK)0 è A ∈ K0.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïðåäåëèì θF,A òåì æå ñïîñîáîì, êàêèì îïðåäåëÿëè óíèâåðñàëüíûé ýëå-
ìåíò, òî åñòü θF,A(α) := αA(1A), à îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå îðìóëîé
θ¯F,A(a) := F (−)(a). Äîêàæåì, ÷òî θF,A è θ¯F,A äåéñòâèòåëüíî âçàèìíî-
îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:
θF,Aθ¯F,A(a) = θF,A(F (−)(a)) = F (1A)(a) = 1FA(a) = a,
θ¯F,AθF,A(α) = θ¯F,A(αA(1A)) = F (−)(αA(1A)) = α, òî åñòü θ¯F,A = (θF,A)
−1
.
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Äîêàæåì åñòåñòâåííîñòü θF,A òîëüêî ïî àðãóìåíòó A. àññìîòðèì äèà-
ãðàììó
A
f

SetK(K(A,−), F )
θF,A //
Set
K(K(f,−),F )

F (A)
F (f)

B SetK(K(B,−), F )
θF,B
// F (B)
Âû÷èñëÿåì
θF,B(Set
K(K(f,−), F )(µ)) = θF,B(µ ◦ K(f,−)) = µB ◦ (K(f,−))B (1B) =
µB((K(f,−))B(1B)) = µB(1B ◦ f) = µB(f ◦ 1A) = µB(K(f,−)(1A)) =
µB◦K(f,−) (1A) = [µ åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå K(A,−) â F ] = F (f)◦
µA (1A) = F (f)(θF,A(µ)), òî åñòü äèàãðàììà êîììóòàòèâíà, è θF,A åñòå-
ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå â àðãóìåíòå A. 
Ëåììà Éîíåäû äàåò õîðîøåå îïèñàíèå ìíîæåñòâà âñåõ åñòåñòâåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé èç Hom-óíêòîðà â íåêîòîðûé îòìå÷åííûé óíêòîð è
äåéñòâèòåëüíî ïîëåçíà, êîãäà òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò (íàïðèìåð, â òî-
ïîëîãèè, â òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ).
Ïðÿìûì ïðèëîæåíèåì ëåììû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî óíê-
òîðû X 7→ K(X,−) è X 7→ K(−, X) ÿâëÿþòñÿ áèåêòèâíûìè, òî åñòü îñó-
ùåñòâëÿþò âëîæåíèå (ñîîòâåòñòâåííî êîíòðàâàðèàíòíîå èëè êîâàðèàíò-
íîå) êàòåãîðèè K êàê ïîäêàòåãîðèè êàòåãîðèè óíêòîðîâ ñî çíà÷åíèÿìè
â Set.
Óòâåðæäåíèå 8 (Âëîæåíèå Éîíåäû). • Êîâàðèàíòíûé óíêòîð
Y : K → SetK
op
:{
A 7→ K(−, A)
(f : A→ B) 7→ K(−, f) : K(−, A)→ K(−, B) : g 7→ f ◦ g
ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì íà îáúåêòàõ è áèåêòèâíûì.
• Àíàëîãè÷íî, êîíòðàâàðèàíòíûé óíêòîð
Y¯ : K → SetK :{
A 7→ K(A,−)
(f : A→ B) 7→ K(f,−) : K(B,−)→ K(A,−) : g 7→ g ◦ f
ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì íà îáúåêòàõ è áèåêòèâíûì.
Äîêàçàòåëüñòâî.
àññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè òîëüêî êîâàðèàíòíûé ñëó÷àé. Èíúåê-
òèâíîñòü íà îáúåêòàõ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè A 6= B, òî äëÿ ëþáîãî
îáúåêòà X ∈ K0 ìíîæåñòâà K(X,A) è K(X,B) ðàçëè÷íû, òàê êàê ñîñòî-
ÿò èç ñòðåëîê ñ ðàçíûìè êîíöàìè (õîòÿ ýòè ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü âî
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âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè).
Ïîäñòàâèì â ëåììó Éîíåäû F = K(−, B), ïîëó÷èì
θK(−,B),A : Set
Kop(K(−, A),K(−, B))
≃
→ K(A,B), è êàê áûëî îïðåäåëåíî
ðàíüøå θ−1K(−,B),A(f) := K(−, B)(f). Íàïèøåì îðìóëó äëÿX-êîìïîíåíòû
ýòîãî åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
(θ−1K(−,B),A(f))X := (K(−, B)(f))X : K(X,A) → K(X,B) : g 7→ f ◦ g =
(Y(f))X(g), ãäå f ∈ K(A,B), g ∈ K(X,A), òî åñòü (θ
−1
K(−,B),A(f))X =
(Y(f))X äëÿ êàæäîãî X ∈ K0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî θ
−1
K(−,B),A(f) = Y(f) äëÿ
êàæäîãî f ∈ K(A,B), òî åñòü îòîáðàæåíèå Éîíåäû áèåêòèâíî íà Hom-
ìíîæåñòâàõ. 
Óïðàæíåíèÿ 9. 1. Ïîêàçàòü, ÷òî ïàðà ({0, 1}, {0, 1}), ãäå {0, 1} ∈
P({0, 1}) = {Ø, {0}, {1}, {0, 1}}, íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëÿþùåé äëÿ
óíêòîðà ìíîæåñòâà-ñòåïåíü P.
2. Íàéòè ïðåäñòàâëÿþùèé îáúåêò è óíèâåðñàëüíûé ýëåìåíò çàáû-
âàþùåãî óíêòîðà U : Grp→ Set.
3. Äîêàçàòü, ÷òî îðìóëà F (−)(a) äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåò åñòå-
ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå K(A,−) → F , a ∈ F (A) (äëÿ êîâàðèàíò-
íîãî óíêòîðà F ) èëè K(−, A) → F , a ∈ F (A) (äëÿ êîíòðàâàðè-
àíòíîãî óíêòîðà F ).
2.2 Ïðåäåëû
Ïðåäåëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáúåêòû, óíèâåðñàëüíî ïðèñîåäèíåííûå ê
äèàãðàììàì. Äèàãðàììà ýòî ïðîñòî íàáîð îáúåêòîâ è íåêîòîðûõ ñòðå-
ëîê ìåæäó íèìè, êîòîðûå íåîáÿçàòåëüíî ñîñòàâëÿþò êàòåãîðèþ. îâîðÿ
î ïðåäåëàõ (è êîïðåäåëàõ), ìû íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äèàãðàììû
êîììóòàòèâíû. Óäîáíî çàäàâàòü äèàãðàììó îòîáðàæåíèåì ïîäõîäÿùåãî
îðèåíòèðîâàííîãî ãðàà â êàòåãîðèþ.Òðåáóåòñÿ òîëüêî, ÷òîáû âåðøè-
íû ïåðåõîäèëè â âåðøèíû, ðåáðà â ñòðåëêè, è ÷òîáû íà÷àëî è êîíåö
ðåáðà ïåðåõîäèëè â íà÷àëà è êîíåö ñòðåëêè-îáðàçà. Íàïðèìåð, äëÿ ãðà-
à, ñîñòîÿùåãî òîëüêî èç îäíîé âåðøèíû • , äèàãðàììà ýòî ïðîñòî
îäèí îáúåêò, íàïðèìåð, X . Äëÿ ãðàà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ âåðøèí
• • , äèàãðàììîé áóäåò ïàðà îáúåêòîâ, íàïðèìåð, X Y . Äëÿ ãðà-
à
•
((
66 • äèàãðàììîé áóäåò, íàïðèìåð, X
f
))
g
55 Y , è òàê äàëåå. Åñòå-
ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå äèàãðàìì îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êàê äëÿ óíêòî-
ðîâ íàáîðîì ñòðåëîê, ïî îäíîé äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàà òàê, ÷òî ýòè
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ñòðåëêè êîììóòèðóþò ñî ñòðåëêàìè äèàãðàììû. Íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåä-
íåãî ñëó÷àÿ åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå äèàãðàììû X
f
))
g
55 Y â äèà-
ãðàììó X ′
f ′
**
g′
44 Y ′ çàäàåòñÿ ïàðîé ñòðåëîê α1 : X → X
′
è α2 : Y → Y
′
òàêèõ, ÷òî êâàäðàòû
X
α1 //
f

X ′
f ′

Y α2
// Y ′
è
X
α1 //
g

X ′
g′

Y α2
// Y ′
êîììóòàòèâíû.
Óòâåðæäåíèå 9. • Äèàãðàììû èç ãðàà G â êàòåãîðèþ K ñîñòàâ-
ëÿþò êàòåãîðèþ, ñ îáúåêòàìè  äèàãðàììàìè è ñòðåëêàìè  åñòå-
ñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè äèàãðàìì. Ýòà êàòåãîðèÿ îáîçíà÷à-
åòñÿ DgrmG,K.
• Èìååòñÿ óíêòîð ∆ : K → DgrmG,K, íàçíà÷àþùèé îáúåêòó X ∈
K0 ïîñòîÿííóþ äèàãðàììó ∆(X) (îòîáðàæàþùóþ âñå âåðøèíû
ãðàà G â îáúåêò X è âñå ñòðåëêè ãðàà G â åäèíè÷íóþ ñòðåë-
êó 1X) è ñòðåëêå f : X → Y åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ∆(f) :
∆(X)→ ∆(Y ), ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé âåðøèíå ãðàà G ñòðåëêó
f : X → Y .
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Îïðåäåëåíèå 11. Äèàãðàììà D : G → K èìååò ïðåäåë A ∈ K0, åñëè
êîíòðàâàðèàíòíûé óíêòîð DgrmG,K(∆(−), D) := DgrmG,K(−, D)◦∆ :
Kop → Set ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèìûì ñ ïðåäñòàâëÿþùèì îáúåêòîì A.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äèàãðàììà D : G → K èìååò ïðåäåë A ∈ K0, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ρ : K(−, A)
≃
→ DgrmG,K(∆(−), D).
Óíèâåðñàëüíûé ýëåìåíò ρA(1A) ∈ DgrmG,K(∆(A), D) íàçûâàåòñÿ óíè-
âåðñàëüíûì êîíóñîì íàä äèàãðàììîé D ñ âåðøèíîé A.
Ôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü îáúåêò B ∈ K0. Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
â DgrmG,K(∆(B), D) ñîñòîÿò èç ñòðåëîê ñ íà÷àëîì B è êîíöîì â D, ïî
îäíîé äëÿ êàæäîãî îáúåêòà âD òàê, ÷òî âñå ïîëó÷àþùèåñÿ òðåóãîëüíèêè
ñ âåðøèíîé B è îäíîé èç ñòîðîí, ëåæàùåé â D, êîììóòèðóþò. Ïî îð-
ìóëå µ = F (−)(a) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ρ. Çàïèøåì B-êîìïîíåíòó
åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ρ. ρB = (DgrmG,K(∆(−), D)(ρA(1A)))B :
K(B,A) → DgrmG,K(∆(B), D) : f 7→ ρA(1A) ◦∆(f), ÷òî ñâîäèòñÿ ê ïðî-
ñòîìó óìíîæåíèþ ñïðàâà íà f ñòðåëîê óíèâåðñàëüíîãî êîíóñà òàê, ÷òî
24
ïîëó÷àåòñÿ íîâûé êîíóñ ñ âåðøèíîé B. àññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ðèñó-
íîê
B
f // A
α1   
@@
@@
@@
@ α2
##
α3

α4

X //

Y

Z //W
Çäåñü êâàäðàò XY ZW ñî ñòðåëêàìè ýòî
äèàãðàììà D, {αi}, i = 1, .., 4, ýòî óíèâåðñàëüíûé êîíóñ íàä D, f îïðå-
äåëÿåò åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåæäó ïîñòîÿííûìè äèàãðàììàìè
B è A, {αi ◦ f}, i = 1, .., 4  íîâûé êîíóñ ñ âåðøèíîé B.
Ïî óñëîâèþ ρB ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíóñà
β íàä äèàãðàììîé D ñ âåðøèíîé B (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äëÿ ëþáîãî
åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ β : ∆(B) → D) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íàÿ ñòðåëêà f : B → A òàêàÿ, ÷òî β = ρA(1A) ◦ ∆(f) (òî åñòü, ãîâîðÿò,
÷òî êîíóñ β åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç óíèâåðñàëüíûé
êîíóñ α := ρA(1A)). Äðóãèìè ñëîâàìè, óíèâåðñàëüíûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì îáúåêòîì â êàòåãîðèè êîíóñîâ íàä äèàãðàììîé D, è ïî ýòîé
ïðè÷èíå îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðèçìà. Ôîðìóëè-
ðîâêà òîãî, ÷òî òàêîå êàòåãîðèÿ êîíóñîâ íàä äèàãðàììîé, îñòàåòñÿ ÷èòà-
òåëþ.
Íèîòêóäà íå ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë òîé èëè èíîé äèàãðàììû ñóùåñòâó-
åò. Äåéñòâèòåëüíî, íå âñå äèàãðàììû â ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè èìåþò
ïðåäåë. Êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé âñå äèàãðàììû èìåþò ïðåäåë, íàçûâàåòñÿ
ïîëíîé (â ñìûñëå ïðåäåëîâ), à óíêòîð, ñîõðàíÿþùèé ïðåäåëû, íåïðå-
ðûâíûì.
Ïðèìåðû.
1. Êîíå÷íûé îáúåêò 1 êàòåãîðèè K ðàññìàòðèâàþò êàê ïðåäåë ïó-
ñòîé äèàãðàììû. Ïóñòàÿ äèàãðàììà ýòî åäèíñòâåííûé îáúåêò êà-
òåãîðèè DgrmØ,K. Â ýòîì ñëó÷àå âñå (â òîì ÷èñëå ïîñòîÿííûå)
äèàãðàììû ñîâïàäàþò ñ ïóñòîé äèàãðàììîé, à âñå åñòåñòâåííûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó äèàãðàììàìè ñîâïàäàþò ñ òîæäåñòâåííûì
ïóñòûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïóñòîé äèàãðàììû. Ïîýòîìó, K(X, 1)
≃
→
DgrmØ,K(∆(X), D) (èçîìîðèçì ìåæäó îäíîýëåìåíòíûìè ìíîæå-
ñòâàìè, åñòåñòâåííûé â X).
2. Ïðåäåë äèàãðàììû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ îáúåêòîâ X Y (äëÿ ãðàà
G = • •), íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì (èëè èíîãäà ïðÿìûì èëè
äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì) îáúåêòîâX è Y , è îáîçíà÷àåòñÿ X×Y .
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Óíèâåðñàëüíûé êîíóñ ñîñòîèò èç äâóõ ñòðåëîê
X × Y
pr1
{{vv
vv
vv
vv
v
pr2
##G
GG
GG
GG
GG
X Y
êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîåêöèÿìè. Ïðîèçâåäåíèå
õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñòðåëîê g : Z → X è
h : Z → Y ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà f : Z → X × Y òàêàÿ,
÷òî äèàãðàììà
Z
∃! f



g
{{vv
vv
vv
vv
vv
h
##G
GG
GG
GG
GG
G
X X × Ypr1
oo
pr2
// Y
êîììóòàòèâíà.
Åñëè â êàêîé-òî êàòåãîðèè ïðîèçâåäåíèå îêàæåòñÿ ïîñòðîåííûì
äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè (÷òî èíîãäà ñëó÷àåòñÿ), òî ìåæäó
òàêèìè îáúåêòàìè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èçîìîðèçì, ïåðåâî-
äÿùèé îäèí óíèâåðñàëüíûé êîíóñ â äðóãîé.
Â êàòåãîðèè Set ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàí-
äàðòíî êàê X × Y := {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }, à ïðîåêöèè êàê
pr1(x, y) := x, pr2(x, y) := y.
Â êàòåãîðèè Cat ïðîèçâåäåíèå äâóõ êàòåãîðèé K è L ÿâëÿåòñÿ êàòå-
ãîðèåé K×L ñ îáúåêòàìè  ïàðàìè îáúåêòîâ (K,L), K ∈ K0, L ∈ L0
è ñòðåëêàìè  ïàðàìè ñòðåëîê (f, g), f ∈ K1, g ∈ L1 ñ ïîêîìïîíåíò-
íûì óìíîæåíèåì (f2, g2) ◦ (f1, g1) := (f2 ◦ f1, g2 ◦ g1). Ïðîåêöèÿìè
ÿâëÿþòñÿ óíêòîðû pr1 : K × L → K è pr2 : K × L → L, âûäåëÿ-
þùèå ñîîòâåòñòâåííî ïåðâóþ è âòîðóþ êîìïîíåíòû îáúåêòîâ èëè
ñòðåëîê.
Ïðîèçâåäåíèå òðåõ èëè áîëüøåãî ÷èñëà îáúåêòîâ îïðåäåëÿåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî êàê ïðåäåë äèàãðàììû, ñîñòîÿùåé èç n îáúåêòîâ. ×èòàòå-
ëþ ðåêîìåíäóåòñÿ äîêàçàòü, íàïðèìåð, äëÿ òðåõ îáúåêòîâ, ÷òî 3-
êðàòíîå ïðîèçâåäåíèå îáúåêòîâ X × Y × Z è îáúåêòû X × (Y ×Z)
èëè (X × Y )× Z, ïîëó÷åííûå èòåðàöèåé áèíàðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
èçîìîðíû.
3. Óðàâíèòåëü ýòî ïðåäåë äèàãðàììû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïàðàëëåëü-
íûõ ñòðåëîê X
f //
g
// Y . Ýòî çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé îáúåêò
Z è óíèâåðñàëüíûé êîíóñ
Z
u
  @
@@
@@
@@ v
##
X
f //
g
// Y
òàêèå, ÷òî v = f ◦ u =
g ◦ u.
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Ïîñêîëüêó êîìïîíåíòà v äëÿ óíèâåðñàëüíîãî êîíóñà (è äëÿ âñÿ-
êîãî äðóãîãî êîíóñà) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà êîìïîíåíòîé u, òî åå
(ëèøíþþ êîìïîíåíòó) îáû÷íî íå ðàññìàòðèâàþò, è íàçûâàþò óðàâ-
íèòåëåì ñòðåëêó u : Z → X òàêóþ, ÷òî
• f ◦ u = g ◦ u,
• äëÿ âñÿêîé äðóãîé ñòðåëêè w : W → X , òàêîé, ÷òî f ◦ w =
g ◦w, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà k : W → Z, äåëàþùàÿ
äèàãðàììó
Z
u // X
f //
g
// Y
W
w
>>||||||||
∃! k
OO


êîììóòàòèâíîé.
Êàê è âñå ïðåäåëû, óðàâíèòåëü, åñëè ñóùåñòâóåò, îïðåäåëåí
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðèçìà.
Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set óðàâíèòåëåì u áóäåò âëîæåíèå ïîä-
ìíîæåñòâà {x ∈ X | f(x) = g(x)}, íà êîòîðîì f è g ñîâïàäàþò,
â ìíîæåñòâî X . Àíàëîãè÷íî, â êàòåãîðèè Vect óðàâíèòåëåì
áóäåò âëîæåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà {x ∈ X | f(x) = g(x)}, íà êî-
òîðîì ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ f è g ñîâïàäàþò, â âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî X .
4. àññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì X ×Z Y îáúåêòîâ X è Y íàä Z
íàçûâàåòñÿ ïðåäåë äèàãðàììû âèäà
Y
g

X
f
// Z
Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ñòðåëêà êîíóñà â îáúåêò Z âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå ñòðåëêè êîíóñà íàä óêàçàííîé äèàãðàì-
ìîé è íå ó÷èòûâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíè-
åì íàçûâàåòñÿ îáúåêò X ×Z Y è ïàðà ñòðåëîê α : X ×Z Y → X ,
β : X ×Z Y → Y òàêèõ, ÷òî
• f ◦ α = g ◦ β,
• äëÿ ëþáûõ ñòðåëîê γ : W → X , δ : W → Y ñ óñëîâèåì f ◦ γ =
g ◦ δ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà k : W → X ×Z Y , äå-
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ëàþùàÿ äèàãðàììó
W
γ
6
66
66
66
66
66
66
66
6
δ
))TTT
TTT
TTT
TTT
TTT
TTT
TTT
∃! k
$$I
I
I
I
I
X ×Z Y
α

β
// Y
g

X
f
// Z
êîììóòàòèâíîé.
Êâàäðàò ñî ñòîðîíàìè α, f, β, g íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì
êâàäðàòîì.
Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì X ×Z Y
áóäåò ïîäìíîæåñòâî äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ X × Y , íà êîòîðîì
óíêöèè f ◦ pr1 è g ◦ pr2 ñîâïàäàþò, òî åñòü X ×Z Y = {(x, y) ∈
X×Y | f(x) = g(y)}. Ôóíêöèè α è β ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îãðà-
íè÷åíèÿìè ïðîåêöèé pr1 : X×Y → X è pr2 : X×Y → Y íà äàííîå
ïîäìíîæåñòâî.
Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé â íåêîòîðîì ñìûñëå ýëå-
ìåíòàðíûå êèðïè÷èêè, èç êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ áîëåå ñëîæíûå ïðåäåëû.
Èìååòñÿ òåîðåìà, ÷òî êàòåãîðèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ïîëíîé (òî åñòü ïðå-
äåëû âñåõ äèàãðàìì, ñîñòîÿùèõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îáúåêòîâ è ñòðåëîê,
ñóùåñòâóþò), åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûé îáúåêò, áèíàðíûå ïðîèçâåäå-
íèÿ è óðàâíèòåëè (èëè åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûé îáúåêò è ðàññëîåííûå
ïðîèçâåäåíèÿ).
Óïðàæíåíèÿ 10. 1. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 9.
2. Íàðèñîâàòü êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû, êîòîðûå äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ, äëÿ ñòðåëîê êîíóñà íàä äèàãðàììîé.
3. Äëÿ êàòåãîðèè K è îáúåêòà K ∈ K0 ñîñòàâèì íîâóþ êàòåãî-
ðèþ, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ K/K è íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèåé ñòðå-
ëîê íàä îáúåêòîì K. Åå îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ âñå ñòðåëêè ñ êîí-
öîì K, à ìîðèçìàìè èç îáúåêòà
X
f

K
â îáúåêò
Y
g

K
ñòðåëêè êà-
òåãîðèè K ñ íà÷àëîì X è êîíöîì Y , äëÿ êîòîðûõ òðåóãîëüíèê
X //
f   A
AA
AA
AA
A Y
g
~~}}
}}
}}
}
K
êîììóòàòèâåí. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà êîíñòðóê-
öèÿ äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåò êàòåãîðèþ. Äîêàçàòü, ÷òî êàòå-
ãîðèÿ êîíóñîâ íàä äèàãðàììîé D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíóþ ïîä-
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êàòåãîðèþ êàòåãîðèè ñòðåëîê DgrmG,K/D. Óáåäèòüñÿ, ÷òî óíè-
âåðñàëüíûé êîíóñ íàä D ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåêòîì â ýòîé ïîä-
êàòåãîðèè.
4. àçîáðàòü ñëó÷àé ïðåäåëà ïóñòîé äèàãðàììû (ïðèìåð 1).
5. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ â êàòåãîðèÿõ ìíîæåñòâ Set è êà-
òåãîðèé Cat îïðåäåëåíû êîððåêòíî (ïðèìåð 2).
6. Íàéòè ïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ Vect è
ïðåäóïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå (L,<).
7. Äîêàçàòü, ÷òî X × Y × Z ≃ X × (Y × Z) ≃ (X × Y )× Z.
8. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíèòåëü ÿâëÿåòñÿ ìîíîñòðåëêîé.
9. Îïðåäåëèòü ñìûñë óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà â êàòåãîðèè Set, äëÿ
êîòîðîãî f  ïðîèçâîëüíàÿ óíêöèÿ, à g  âëîæåíèå ïîäìíîæå-
ñòâà Y â ìíîæåñòâî Z (ïðèìåð 4).
10. Â êàòåãîðèè K ñ áèíàðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè îïðåäåëèòü óíêòîð
óìíîæåíèÿ X× (−) : K → K íà èêñèðîâàííûé îáúåêò êàòåãîðèè
X ∈ K0.
2.3 Êîïðåäåëû
Êîïðåäåëîì äèàãðàììû ÿâëÿåòñÿ ïðåäåë äâîéñòâåííîé äèàãðàììû â äâîé-
ñòâåííîé êàòåãîðèè. Äâîéñòâåííàÿ äèàãðàììà, êàê è äâîéñòâåííàÿ êàòå-
ãîðèÿ, ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé âñåõ ñòðåëîê íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Èìååòñÿ
ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîìîðèçìîâ K(A,−) ≃ Kop(−, A) ≃
DgrmG,Kop(∆(−), D
op) ≃ DgrmG,K(D,∆(−)).
Îïðåäåëåíèå 12. Îáúåêò A ∈ K0 íàçûâàåòñÿ êîïðåäåëîì äèàãðàììû
D : G→ K, åñëè ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìîðèçì ρ : K(A,−)
≃
→
DgrmG,K(D,∆(−)). Óíèâåðñàëüíûé ýëåìåíò ρ(1A) íàçûâàåòñÿ óíèâåð-
ñàëüíûì êîêîíóñîì íàä äèàãðàììîé D.
ðàè÷åñêè êîêîíóñ íàä äèàãðàììîé âûãëÿäèò êàê ñåìåéñòâî ñòðå-
ëîê, íà÷èíàþùèõñÿ â âåðøèíàõ äèàãðàììû D è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â îä-
íîì îáúåêòå  âåðøèíå êîêîíóñà. Óíèâåðñàëüíûé êîêîíóñ ÿâëÿåòñÿ
íà÷àëüíûì îáúåêòîì â êàòåãîðèè êîêîíóñîâ íàä äèàãðàììîé, òî åñòü
ëþáîé êîêîíóñ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç íåãî åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Ïðèìåðû.
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1. Íà÷àëüíûé îáúåêò 0 ÿâëÿåòñÿ êîïðåäåëîì ïóñòîé äèàãðàììû D :
Ø→ K.
2. Êîïðîèçâåäåíèåì X
∐
Y íàçûâàåòñÿ êîïðåäåë äèàãðàììû, ñî-
ñòîÿùåé èç äâóõ îáúåêòîâ X è Y . Óíèâåðñàëüíûé êîêîíóñ ñîñòîèò
èç äâóõ ñòðåëîê X
i1 // X
∐
Y Y
i2oo
, íàçûâàåìûõ âëîæåíèÿ-
ìè. Ëþáîé êîêîíóñ íàä äèàãðàììîé X Y åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç óíèâåðñàëüíûé êîêîíóñ
Z
X
i1
//
f
;;wwwwwwwwww
X
∐
Y
∃! k
OO


Y
i2
oo
g
ccGGGGGGGGGG
Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set êîïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ X
∐
Y := (X × {0})
⋃
(Y × {1}) (ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà X áåðóòñÿ ñ ìåòêîé 0, à ìíîæåñòâà Y ñ ìåòêîé 1, ÷òî-
áû áûòü óâåðåííûì, ÷òî ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå ýòî îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ).
3. Êîóðàâíèòåëåì íàçûâàåòñÿ êîïðåäåë äèàãðàììû, ñîñòîÿùåé èç
äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ñòðåëîê X
f //
g
// Y . Êàê è â ñëó÷àå ïðåäåëîâ,
êîêîíóñ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé ñòðåëêîé, âûõîäÿùåé èç îáúåêòà Y .
Òàêèì îáðàçîì, êîóðàâíèòåëü ýòî îáúåêò Z âìåñòå ñî ñòðåëêîé u :
Y → Z òàêèìè, ÷òî
• u ◦ f = u ◦ g,
• äëÿ ëþáîé ñòðåëêè w : Y → W ñî ñâîéñòâîì w ◦ f = w ◦
g ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà k : Z → W , äåëàþùàÿ
äèàãðàììó
W
X
f //
g
// Y u
//
w
>>}}}}}}}}
Z
∃! k
OO

 êîììóòàòèâíîé.
Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set êîóðàâíèòåëè îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëîæíåå,
÷åì óðàâíèòåëè. Èìåííî, Z îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííîìó
óñëîâèÿìè y1 ∼ y2, ãäå y1, y2 ∈ Y , åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X
òàêîé, ÷òî f(x) = y1, g(x) = y2. Äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèÿ óíê-
öèé f(x) è g(x) ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè â êàæäîé òî÷êå x ∈ X , è
ñòðîèòñÿ (ìèíèìàëüíîå) îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ýòèì óñëî-
âèÿì òàê, ÷òîáû, íàïðèìåð, âûïîëíÿëîñü y ∼ y, f(x) ∼ f(x), g(x) ∼
f(x), (f(x) ∼ g(x))&(f(x′) ∼ g(x′))&(f(x) = f(x′))⇒ (g(x) ∼ g(x′)),
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è òàê äàëåå. Åñëè íå ñòðîèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, òî íåëü-
çÿ ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî Z. Óíèâåðñàëüíîé ñòðåëêîé u : Y → Z
â ýòîì ñëó÷àå áóäåò êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ýëå-
ìåíòó y ∈ Y åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.
4. Ïðèêëåèâàíèåì îáúåêòà Y ê îáúåêòó X ïî îáúåêòó Z íàçûâàåòñÿ
êîïðåäåë äèàãðàììû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñòðåëîê ñ îáùèì íà÷àëîì
Z
f //
g

X
Y
Ýòîò êîïðåäåë ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ X
∐
Z Y è ìîæåò íà-
çûâàòüñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì îáúåêòîâ X è Y íàä îáúåê-
òîì Z. Êîêîíóñû íàä äàííîé äèàãðàììîé îïðåäåëåíû äâóìÿ ñòðåë-
êàìè âûõîäÿùèìè èç âåðøèí X è Y . Òàêèì îáðàçîì, äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå îáúåêòîâ X è Y íàä îáúåêòîì Z ñîñòîèò èç îáúåêòà
X
∐
Z Y âìåñòå ñ äâóìÿ ñòðåëêàìè
X
α

Y
β
// X
∐
Z Y
òàêèìè, ÷òî
• α ◦ f = β ◦ g,
• äëÿ ëþáûõ äâóõ ñòðåëîê γ : X → W , δ : Y → W ñî ñâîéñòâîì
γ ◦ f = δ ◦ g ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà k : X
∐
Z Y →
W , äåëàþùàÿ äèàãðàììó
Z
f //
g

X
α

γ
6
66
66
66
66
66
66
66
66
Y
β //
δ
))TTT
TTT
TTT
TTT
TTT
TTT
TTT X
∐
Z Y∃! k
$$I
I
I
I
I
W
êîììóòà-
òèâíîé.
Êâàäðàò f, α, g, β íàçûâàåòñÿ êîóíèâåðñàëüíûì êâàäðàòîì.
Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set ðåçóëüòàò ïðèêëåèâàíèÿ ìîæíî îïèñàòü
êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè äèçúþíêòíîãî îáúåäèíå-
íèÿ ìíîæåñòâ X
∐
Y := X × {0}
⋃
Y × {1} ïî îòíîøåíèþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ∼, ïîðîæäåííîìó ïàðàìè i1◦f(z) ∼ i2◦g(z), z ∈ Z, ãäå i1
è i2 âëîæåíèÿ ìíîæåñòâ X è Y â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå X
∐
Y .
Êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé âñå êîïðåäåëû ñóùåñòâóþò, íàçûâàåòñÿ êîïîë-
íîé, à åñëè ñóùåñòâóþò òîëüêî êîïðåäåëû êîíå÷íûõ äèàãðàìì (äèà-
ãðàìì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îáúåêòîâ è ñòðåëîê), òî êîíå÷íî êîïîëíîé.
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Ôóíêòîð, ñîõðàíÿþùèé êîïðåäåëû, íàçûâàåòñÿ êîíåïðåðûâíûì. Êàê
è â ñëó÷àå ïðåäåëîâ, äëÿ òîãî ÷òîáû êàòåãîðèÿ áûëà êîíå÷íî êîïîë-
íîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè íà÷àëüíûé îáúåêò,
áèíàðíûå êîïðîèçâåäåíèÿ è êîóðàâíèòåëè (èëè æå íà÷àëüíûé îáúåêò è
êîóíèâåðñàëüíûå êâàäðàòû).
Óïðàæíåíèÿ 11. 1. Âûïèñàòü ïîäðîáíî, ÷òî îçíà÷àåò îïðåäåëåíèå
êîïðåäåëà äèàãðàììû, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïàðàãðàå 2.2 äëÿ
ïðåäåëà.
2. Äîêàçàòü, ÷òî äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ êî-
ïðîèçâåäåíèåì â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set.
3. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ëþáîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæå-
ñòâå A ïîðîæäàåò íåêîòîðîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà
A, ñîäåðæàùåå ρ (Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ,
ëþáîå ïîäìíîæåñòâî A2 := A × A. Âñåãäà ñóùåñòâóþò îòíîøå-
íèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè (òî åñòü ðåëåêñèâíûå, ñèììåòðè÷íûå è
òðàíçèòèâíûå îòíîøåíèÿ), ñîäåðæàùèå îòíîøåíèå ρ, íàïðèìåð,
∼ := A2. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ñíîâà îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè).
4. Äîêàçàòü, ÷òî êîóðàâíèòåëü â êàòåãîðèè Set êîððåêòíî îïðåäå-
ëåí (ïðèìåð 3).
5. Óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè Z ⊂ X è Z ⊂ Y â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set,
òî X
∐
Z Y äåéñòâèòåëüíî èìååò ñìûñë 'ïðèêëåèâàíèÿ' ìíîæå-
ñòâà Y ê ìíîæåñòâó X ïî òî÷êàì ïîäìíîæåñòâà Z. åêîìåí-
äóåòñÿ òàêæå ïðîâåðèòü ýòî â êàòåãîðèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ Top.
2.4 Ñîïðÿæåííûå óíêòîðû
Ñîïðÿæåííûå óíêòîðû âñòðå÷àþòñÿ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è
èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå. ×àñòî êàêîé-íèáóäü òðèâèàëüíûé óíêòîð (íà-
ïðèìåð, çàáûâàþùèé èëè âêëþ÷åíèÿ ïîäêàòåãîðèè) èìååò íåòðèâèàëü-
íûé ñîïðÿæåííûé. Íà ýòîì ïóòè óñòàíàâëèâàþòñÿ èíòåðåñíûå âçàèìîîò-
íîøåíèÿ ìåæäó êàòåãîðèÿìè, íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ (íàïðèìåð, ñâîáîäíîé
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû) íàõîäÿò ñâîå îáîñíîâàíèå, ââîäÿòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûå ñòðóêòóðû â êàòåãîðèè, è òàê äàëåå. Ñ íåêîòîðîé òî÷êè çðåíèÿ
àïïàðàò ñîïðÿæåííûõ óíêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â òåîðèè êàòåãî-
ðèé.
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Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü óíêòîðû F : L → K è H : K → L äåéñòâó-
þò â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Òîãäà F íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñî-
ïðÿæåííûì (óíêòîðó H), à H ïðàâûì ñîïðÿæåííûì (óíêòî-
ðó F ), åñëè ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ θX,Y : K(F (X), Y )
≃
→
L(X,H(Y )), ãäå X ∈ L0, Y ∈ K0.
Ñèòóàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ F ⊣ H (F ñîïðÿæåí ñëåâà H).
Â îïðåäåëåíèè ãîâîðèòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ñòðåëêàìè, ïðèíàäëåæàùèìè Hom-ìíîæåñòâàì äâóõ ðàç-
íûõ êàòåãîðèé K è L. Åñòåñòâåííîñòü â àðãóìåíòàõ X è Y îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ ëþáîé L-ñòðåëêè f : X ′ → X è äëÿ ëþáîé K-ñòðåëêè g : Y → Y ′ äèà-
ãðàììà
X ′
f

Y ′ K(F (X ′), Y ′)
θX′,Y ′ // L(X ′, H(Y ′))
X Y
g
OO
K(F (X), Y )
θX,Y
//
K(F (f),g)
OO
L(X,H(Y ))
L(f,H(g))
OO
êîììóòàòèâíà,
òî åñòü äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ X ∈ L0 è Y ∈ K0, è äëÿ ëþáîé ñòðåëêè x :
F (X)→ Y âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî θX′,Y ′(g◦x◦F (f)) = H(g)◦θX,Y (x)◦f .
Ñòðåëêè x : F (X) → Y è θX,Y (x) : X → H(Y ) íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåí-
íûìè äðóã äðóãó, è ïåðåõîä îò îäíîé ê äðóãîé ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðòîé
ñâåðõó (x := θX,Y (x), x := θX,Y (x), òàê ÷òî x = x). ðàè÷åñêè ñîïðÿ-
æåííûå ñòðåëêè èçîáðàæàþò òàêæå
F (X)
x
→ Y
X
x
→ H(Y )
. Òîãäà åñòåñòâåííîñòü
îïåðàöèè (·) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, åñòåñòâåííîñòü θ) áóäåò âûãëÿäåòü
êàê
F (X ′)
F (f)
→ F (X)
x
→ Y
g
→ Y ′
X ′
f
→ X
x
→ H(Y )
H(g)
→ H(Y ′)
.
Èç îðìóëû θX,Y : K(F (X), Y )
≃
→ L(X,H(Y )) ñëåäóåò, ÷òî âñå óíêòîðû
K(F (−), Y ) : Lop → Set (çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà Y ∈ K0) ïðåäñòàâèìû
ñ ïðåäñòàâëÿþùèì îáúåêòîì H(Y ) ∈ L0 è óíèâåðñàëüíûì ýëåìåíòîì
θ−1HY,Y (1HY ). Òî÷íî òàêæå âñå óíêòîðû L(X,H(−)) : K → Set (ïàðàìåò-
ðèçîâàííûå îáúåêòàìè X ∈ L0) ïðåäñòàâèìû ñ ïðåäñòàâëÿþùèì îáúåê-
òîì F (X) ∈ K0 è óíèâåðñàëüíûì ýëåìåíòîì θX,FX(1FX).
Óíèâåðñàëüíûé ýëåìåíò θ−1HY,Y (1HY ) : FHY → Y íàçûâàåòñÿ êîåäèíè-
öåé (ñèòóàöèè) ñîïðÿæåíèÿ (íà îáúåêòå Y ) è îáîçíà÷àåòñÿ εY : FHY →
Y , à óíèâåðñàëüíûé ýëåìåíò θX,FX(1FX) : X → HFX ñîîòâåòñòâåííî
íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé (ñèòóàöèè) ñîïðÿæåíèÿ (íà îáúåêòå X) è îáîçíà-
÷àåòñÿ ηX : X → HFX . Òàêèì îáðàçîì,
FHY
εY→ Y
HY
1HY→ HY
è
FX
1FX→ FX
X
ηX
→ HFX
.
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Óòâåðæäåíèå 10. • Ñòðåëêè εY : FHY → Y ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåí-
òàìè åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ε : FH ⇒ 1K.
• Ñòðåëêè ηX : X → HFX ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè åñòåñòâåííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ η : 1L ⇒ HF .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
àññìîòðèì äèàãðàììó
FHY
εY // Y
FHY ′ εY ′
//
FHf
OO
Y ′
f
OO
êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ áûòü
êîììóòàòèâíîé. Âîçüìåì ñîïðÿæåííûå ñòðåëêè îáîèõ ïðîèçâåäåíèé
FHY ′
FHf
→ FHY
εY→ Y
HY ′
Hf
→ HY
1HY→ HY
è
FHY ′
εY ′→ Y ′
f
→ Y
HY ′
1HY ′→ HY ′
Hf
→ HY
. Îíè ñîâïàäàþò.
Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûå ñòðåëêè òîæå ñîâïàäàþò. 
Óòâåðæäåíèå 11. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû
• F ⊣ H,
• äëÿ êàæäîãî Y ∈ K0 óíêòîð K(F (−), Y ) : L
op → Set ïðåäñòàâèì,
• äëÿ êàæäîãî X ∈ L0 óíêòîð L(X,H(−)) : K → Set ïðåäñòàâèì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò îñòàëüíûå,
áûëî ðàññìîòðåíî â íà÷àëå ïàðàãðàà. Äîêàæåì, ÷òî èç âòîðîãî ïóíê-
òà ñëåäóåò ïåðâûé. Ïðåäñòàâèìîñòü óíêòîðà K(F (−), Y ) : Lop → Set
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà Y ∈ K0 ñóùåñòâóåò îáúåêò HY ∈ L0
òàêîé, ÷òî K(F (−), Y ) ≃ L(−, HY ). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü: ÷òî îòîáðàæå-
íèå H ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî óíêòîðèàëüíî íàä ñòðåëêàìè â K,
îïðåäåëèòü áèåêöèþ θX,Y è äîêàçàòü åå åñòåñòâåííîñòü.
Ïðåæäå âñåãî, èç ïðåäñòàâèìîñòè óíêòîðà K(F (−), Y ) : Lop → Set ñ
ïðåäñòàâëÿþùèì îáúåêòîìHY è óíèâåðñàëüíûì ýëåìåíòîì εY : FHY →
Y ñëåäóåò, ÷òî 'êàòåãîðèÿ ýëåìåíòîâ' (ñìîòðèòå ïàðàãðà 2.1), ïîñòðî-
åííàÿ ïî óíêòîðó K(F (−), Y ), èìååò ïàðó (HY, FHY
εY→ Y ) ñâîèì êî-
íå÷íûì îáúåêòîì, òî åñòü äëÿ êàæäîé äðóãîé ïàðû (X,FX
x
→ Y ) ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà x : X → HY òàêàÿ, ÷òî äèàãðàììà
HY FHY
εY // Y
X
∃! x
OO


FX
∀x
;;xxxxxxxxx
F (x)
OO
êîììóòàòèâíà. Îòñþäà ñëåäóþò âñå òðåáóåìûå
ðåçóëüòàòû.
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Îïðåäåëèì óíêòîðH íà ñòðåëêàõ ñëåäóþùèì îáðàçîìHf := f ◦ εY ′, òî
åñòü
HY FHY
εY // Y
HY ′
∃!Hf
OO


FHY ′
FHf
OO
εY ′
// Y ′
f
OO
(òî, ÷òî H óíêòîð, òî åñòü ñîõðàíÿåò
åäèíèöû è ïðîèçâåäåíèÿ, îñòàåòñÿ äîêàçàòü ÷èòàòåëþ)
Èç ïîñëåäíåé äèàãðàììû ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ε : FH ⇒ 1K åñòü åñòå-
ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Îïðåäåëèì θX,Y : K(FX, Y )→ L(X,HY ) : x 7→ x. Î÷åâèäíî, ýòî áèåêöèÿ
ñ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì θ−1X,Y : L(X,HY )→ K(FX, Y ) : y 7→ εY ◦ F (y).
àññìîòðèì äèàãðàììó
X ′
f

Y ′ K(FX ′, Y ′)
θX′,Y ′ // L(X ′, HY ′)
X Y
g
OO
K(FX, Y )
θX,Y
//
K(Ff,g)
OO
L(X,HY )
L(f,Hg)
OO
Îíà êîììóòàòèâíà, ïîòîìó ÷òî ñîïðÿæåííûå äâóõ âîçìîæíûõ ïðîèç-
âåäåíèé ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîé ñòðåëêè x : FX → Y
èìååì θ−1X′,Y ′(θX′,Y ′(g ◦ x ◦ Ff)) = g ◦ x ◦ Ff è θ
−1
X′,Y ′(Hg ◦ θX,Y (x) ◦ f) =
εY ′ ◦F (Hg ◦x ◦ f) = εY ′ ◦FHg ◦Fx ◦Ff = g ◦ εY ◦Fx ◦Ff = g ◦x ◦Ff . 
Ïðèìåðû.
1. Âñïîìíèì îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà è êîïðåäåëà:
K(−, A)
≃
→ DgrmG,K(∆(−), D) è
K(A′,−)
≃
→ DgrmG,K(D,∆(−)).
Îáîçíà÷èì îïåðàöèè, íàçíà÷àþùèå äèàãðàììå D : G→ K ïðåäåëü-
íûé è êîïðåäåëåíûé îáúåêòû, ÷åðåç lim è olim. Òî åñòü A = limD,
A′ = olimD (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåäåëû è êîïðåäåëû ñóùåñòâó-
þò â K). Ôóíêöèè lim è olim îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàþòñÿ äî óíê-
òîðîâ lim, olim : DgrmG,K → K (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî àêòà âû-
íîñèòñÿ â óïðàæíåíèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì
K(−, limD)
≃
→ DgrmG,K(∆(−), D) è
K(olimD,−)
≃
→ DgrmG,K(D,∆(−)), òî åñòü
olim ⊣ ∆ ⊣ lim (êîïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæåííûì, à ïðåäåë
ïðàâûì ñîïðÿæåííûì ïîñòîÿííîìó óíêòîðó).
2. Çàáûâàþùèé óíêòîð U : Mon → Set ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîïðÿ-
æåííûì ê óíêòîðó âçÿòèÿ ñâîáîäíîãî ìîíîèäà F : Set →
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Mon, êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò ìíîæåñòâó A ìîíîèä 'ñëîâ', äëÿ êî-
òîðûõ A ÿâëÿåòñÿ 'àëàâèòîì'. Ñëîâàìè ñ÷èòàþòñÿ ëþáûå êîíå÷-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ A, íàïðèìåð a1a2a3 èëè abcd
(åñëè âñå áóêâû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A). Åäèíèöåé ñ÷èòàåòñÿ
ïóñòîå ñëîâî, à óìíîæåíèåì îïåðàöèÿ ïðèïèñûâàíèÿ îäíîãî ñëî-
âà ê äðóãîìó, íàïðèìåð, (a1a2a3) · (abcd) = a1a2a3abcd. Îòîáðàæå-
íèþ f : A → B óíêòîð F ñîïîñòàâëÿåò ãîìîìîðèçì ìîíîè-
äîâ Ff : FA → FB : a1 . . . an 7→ f(a1) . . . f(an). Ñèòóàöèÿ ñî-
ïðÿæåíèÿ Mon(FA,M) ≃ Set(A,UM) : f 7→ f |A ãîâîðèò î òîì,
÷òî ãîìîìîðèçìû èç ñâîáîäíîãî ìîíîèäà FA â äðóãîé ìîíîèä
M íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ îòîáðàæåíè-
ÿìè ìíîæåñòâà A, ïîðîæäàþùåãî ñâîáîäíûé ìîíîèä â ìîíîèä
M . Áîëåå òî÷íî ñèòóàöèÿ âûðàæàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì åäèíèöû
ηA : A→ UFA : a 7→ a (êàæäûé ýëåìåíò a âêëàäûâàåòñÿ êàê ñëîâî,
ñîñòîÿùåå èç îäíîé áóêâû). Èìåííî, óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî åäè-
íèöû äàåò ñëåäóþùóþ äèàãðàììó
A
ηA //
∀f ""F
FF
FF
FF
FF UFA
Uf

FA
∃! f



UM M
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îáû÷íî óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì ñâîáîä-
íîãî ìîíîèäà. îìîìîðèçì f : FA → M îïðåäåëÿåòñÿ êàê
f(a1 . . . an) := f(a1) . . . f(an). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f äåéñòâèòåëüíî
ãîìîìîðèçì è íåò äðóãîãî ïóòè åãî îïðåäåëåíèÿ.
Àíàëîãè÷íî, çàáûâàþùèå óíêòîðûGrp→ Set,Ab→ Set,Vect→
Set è äðóãèå èìåþò ëåâûå ñîïðÿæåííûå (óíêòîðû âçÿòèÿ ñâîáîä-
íîãî îáúåêòà).
3. Çàáûâàþùèé óíêòîð U : Top→ Set ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïðà-
âûì è ëåâûì ñîïðÿæåííûì. Ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê íåìó F : Set→
Top ñîïîñòàâëÿåò ìíîæåñòâó A òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñî-
ñòîÿùåå èç ìíîæåñòâà A, â êîòîðîì âñå ïîäìíîæåñòâà ñ÷èòàþòñÿ
îòêðûòûìè (òàê íàçûâàåìàÿ äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ). Èìååò ìå-
ñòî åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ Top(FA,X)
≃
→ Set(A,UX) : f 7→ Uf ,
êîòîðàÿ âûðàæàåò àêò, ÷òî êàæäîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà A â
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íåïðåðûâíî â äèñêðåòíîé òîïîëî-
ãèè íà A (äåéñòâèòåëüíî, ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà â X áó-
äåò íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì â A, êîòîðîå îòêðûòî ïî îïðåäåëå-
íèþ). Ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ê U (îáîçíà÷èì åãî W : Set → Top)
ñîïîñòàâëÿåò ìíîæåñòâó A òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿ-
ùåå èç ìíîæåñòâà A, â êîòîðîì îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ñ÷èòà-
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þòñÿ òîëüêî ïîäìíîæåñòâà A è Ø (òàê íàçûâàåìàÿ àíòèäèñêðåò-
íàÿ òîïîëîãèÿ). Èìååò ìåñòî åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ Top(X,WA)
≃
→
Set(UX,A) : f 7→ Uf , âûðàæàþùàÿ àêò, ÷òî ëþáàÿ óíêöèÿ èç
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X â àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî
WA íåïðåðûâíà (ïîòîìó ÷òî ïðîîáðàç A åñòü X , ïðîîáðàç Ø åñòü
Ø, è âñå ìíîæåñòâî è ïóñòîå ìíîæåñòâî îòêðûòû â ëþáîé òîïîëîãèè
ïî îïðåäåëåíèþ).
4. Ñèòóàöèåé ñîïðÿæåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïðåäóïîðÿäî÷åííûìè ìíîæå-
ñòâàìè áóäåò (L,<)
f
⊤
--
(L′, <)
g
mm , ãäå f , g  ìîíîòîííûå óíêöèè,
è g(x) < y â L, åñëè è òîëüêî åñëè x < f(y) â L′. Åäèíèöåé ñîïðÿ-
æåíèÿ áóäåò x < fg(x), à êîåäèíèöåé gf(y) < y. Ñîïðÿæåíèå ìåæ-
äó ïðåäóïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì
àëóà. Îáðàòíûì ñîîòâåòñòâèåì àëóà íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåíèå
(L,<)op
f
⊤
--
(L′, <)
g
mm . Â ýòîì ñëó÷àå óíêöèè f è g ìåíÿþò ïîðÿ-
äîê íà ïðîòèâîïîëîæíûé (àíòèòîííûå óíêöèè), è y < f(x), åñëè
è òîëüêî åñëè x < g(y).
5. Ñèòóàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ íå îáÿçàíà áûòü ìåæäó ðàçíûìè êàòåãîðèÿ-
ìè. Íàïðèìåð, â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set èìååòñÿ âàæíîå ñîïðÿæå-
íèå ìåæäó óíêòîðîì X×(−) óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
X è óíêòîðîì (−)X := Set(X,−) âçÿòèÿ ìíîæåñòâà óíêöèé ñ
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ X . Äåéñòâèòåëüíî, èìååò ìåñòî åñòåñòâåí-
íûé èçîìîðèçì θX,Y : Set(X × Y, Z)
≃
→ Set(Y, ZX), ãäå θX,Y (f :
X × Y → Z : (x, y) 7→ f(x, y)) := f : Y → ZX : y 7→ f(−, y). Îá-
ðàòíîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ θ−1X,Y (g : Y → Z
X) := g : X × Y → Z :
(x, y) 7→ g(y)(x). Ïðîâåðêà åñòåñòâåííîñòè θX,Y îñòàåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Êàòåãîðèè ñ áèíàðíûì ïðîèçâåäåíèåì, â êîòîðûõ óíêòîð óìíî-
æåíèÿ X × (−) èìååò ïðàâûé ñîïðÿæåííûé äëÿ êàæäîãî îáúåê-
òà X , íàçûâàþòñÿ äåêàðòîâî-çàìêíóòûìè. Òàêèì îáðàçîì, Set
 äåêàðòîâî-çàìêíóòàÿ êàòåãîðèÿ. Cat òàêæå ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâî-
çàìêíóòîé, à, íàïðèìåð, Top è Vect íåò.
Ïðèâåäåì â êîíöå ïàðàãðàà åùå îäíó òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Óòâåðæäåíèå 12. Ïðàâûå ñîïðÿæåííûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè óíê-
òîðàìè, à ëåâûå ñîïðÿæåííûå  êîíåïðåðûâíûìè.
Óïðàæíåíèÿ 12. 1. Äîêàçàòü âòîðîé ïóíêò óòâåðæäåíèÿ 10.
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2. Äîêàçàòü, ÷òî óíêöèÿ H, îïðåäåëåííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå óòâåð-
æäåíèÿ 11, ÿâëÿåòñÿ óíêòîðîì.
3. Äîêàçàòü, ÷òî â óòâåðæäåíèè 11 èç òðåòüåãî ïóíêòà ñëåäóåò
ïåðâûé.
4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèè âçÿòèÿ ïðåäåëà è êîïðåäåëà îäíîçíà÷íî
ïðîäîëæàþòñÿ äî óíêòîðîâ (ïðèìåð 1).
5. Íàéòè åäèíèöó è êîåäèíèöó ñîïðÿæåíèÿ â ïðèìåðå 1.
6. Îïðåäåëèòü ñìûñë êîåäèíèöû â ïðèìåðå 2.
7. Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ëåâîãî è ïðàâîãî ñîïðÿæåí-
íûõ óíêòîðîâ ê çàáûâàþùåìó óíêòîðó U : Top→ Set (ïðèìåð
3).
8. Ïóñòü A åñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó åãî
ïîäìíîæåñòâó B ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé GB ìíîæåñòâà A, êàæ-
äûé ýëåìåíò êîòîðîé îñòàâëÿåò âñå òî÷êè B íåïîäâèæíûìè.
È íàîáîðîò, êàæäîé ïîäãðóïïå G ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé Aut(A)
ìíîæåñòâà A ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî òî÷åê â A, êîòîðûå îñòà-
þòñÿ íåïîäâèæíûìè ïðè êàæäîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîäãðóïïû. Äî-
êàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå àëóà ìåæ-
äó ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè P(A) è ìíîæåñòâîì
ïîäãðóïï ãðóïïûAut(A). Ïîðÿäîê â êàæäîì ìíîæåñòâå çàäàí îò-
íîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ X ⊂ Y . (ðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé Aut(A) ñî-
ñòîèò èç âñåõ áèåêöèé â Set(A,A)).
9. Äîêàçàòü åñòåñòâåííîñòü îòîáðàæåíèÿ θX,Y â ïðèìåðå 5.
10. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëåâûõ ñîïðÿæåííûõ óíêòîðîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ëåâûì ñîïðÿæåííûì óíêòîðîì, à ïðîèçâåäåíèå ïðàâûõ
ñîïðÿæåííûõ  ïðàâûì ñîïðÿæåííûì óíêòîðîì.
2.5 Ñîïðÿæåííîñòü â 2-êàòåãîðèè
Ñóùåñòâóåò åùå îäíà áîëåå àáñòðàêòíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ñîïðÿæåííûõ
óíêòîðîâ ÷åðåç òîæäåñòâà, èñïîëüçóþùèå åäèíèöó è êîåäèíèöó. Èç
ýòîãî ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî 2-óíêòîðû íà êàòåãîðèè 2-Cat ñîõðàíÿþò ñî-
ïðÿæåíèå (ïîòîìó ÷òî âñå óíêòîðû ñîõðàíÿþò êàòåãîðíûå òîæäåñòâà).
Êðîìå òîãî ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîïðÿæåííîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî àëãåáðà-
è÷åñêèì ïîíÿòèåì è èìååò ñìûñë â ëþáîé 2-êàòåãîðèè.
38
àññìîòðèì äâå äèàãðàììû
L
F
@
@@
@@
@@
1L //
ε⇓ η ⇓
L
K
H
??
1K
// K
H
??
è
K
H
@
@@
@@
@@
1K //
η ⇑ ε⇑
K
L
F
??
1L
// L
F
??
Îíè âûðàæàþò ïî ñóùåñòâó àáñòðàêòíóþ
ñèòóàöèþ ñîïðÿæåííîñòè â 2-êàòåãîðèè.
Èìåååòñÿ ââèäó, ÷òî äèàãðàììû êîììóòàòèâíû äëÿ 1- è 2- ñòðåëîê.
Äëÿ 1-ñòðåëîê ýòî î÷åâèäíî. Äëÿ 2-ñòðåëîê ýòî îçíà÷àåò (1H ∗ ε) ◦ (η ∗
1H) = 1H è (ε ∗ 1F ) ◦ (1F ∗ η) = 1F . Ýòè âûðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ îáû÷íî
òðåóãîëüíûìè òîæäåñòâàìè è îáîçíà÷àþòñÿ êîðî÷å Hε ◦ ηH = 1H è
εF ◦ Fη = 1F .
Óòâåðæäåíèå 13. Äëÿ óíêòîðîâ F : L → K è H : K → L ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
• F ⊣ H,
• ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ε : FH ⇒ 1K è η :
1L ⇒ HF , óäîâëåòâîðÿþùèå òðåóãîëüíûì òîæäåñòâàì Hε◦ηH =
1H è εF ◦ Fη = 1F .
Äîêàçàòåëüñòâî.
(Èç ïóíêòà 1 ñëåäóåò ïóíêò 2): àññìîòðèì äèàãðàììû, âûðàæàþùèå
óíèâåðñàëüíîñòü ñòðåëîê εY è ηX
HY FHY
εY // Y
X
∃! x
OO


FX
∀x
;;xxxxxxxxx
F (x)
OO
X
ηX //
∀y ##G
GG
GG
GG
GG
HFX
Hy

FX
∃! y



HY Y
Ïîäñòàâèì â ïåðâóþ äèàãðàììó Y = FX ,
x = 1FX , à âî âòîðóþ X = HY , y = 1HY , ïîëó÷èì òðåáóåìûå ðàâåíñòâà
εFX ◦ FηX = 1FX è HεY ◦ ηHY = 1HY .
(Èç ïóíêòà 2 ñëåäóåò ïóíêò 1): Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ ìåæäó Hom-
ìíîæåñòâàìè K(FX, Y )
θX,Y ..
L(X,HY )
θ∗X,Y
nn ñëåäóþùèì îáðàçîì{
θX,Y (f) := Hf ◦ ηX , f ∈ K(FX, Y )
θ∗X,Y (g) := εY ◦ Fg, g ∈ L(X,HY )
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Âû÷èñëÿåì θ∗X,Y (θX,Y (f)) = εY ◦ F (Hf ◦ ηX) = εY ◦ FHf ◦ FηX = f ◦
εFX ◦ FηX = f ◦ 1FX = f (ìû èñïîëüçîâàëè àêò, ÷òî ε åñòåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå, è âòîðîå òðåóãîëüíîå òîæäåñòâî).
Àíàëîãè÷íî, θX,Y (θ
∗
X,Y (g)) = H(εY ◦ Fg) ◦ ηX = HεY ◦ HFg ◦ ηX =
HεY ◦ ηHY ◦ g = 1HY ◦ g = g (èñïîëüçîâàëèñü åñòåñòâåííîñòü η è ïåð-
âîå òðåóãîëüíîå òîæäåñòâî).
Òàêèì îáðàçîì, θX,Y è θ
∗
X,Y âçàèìíî îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Äèàãðàììà
X
x

Y K(FX, Y )
θX,Y // L(X,HY )
X ′ Y ′
y
OO
K(FX ′, Y ′)
K(Fx,y)
OO
θX′,Y ′
// L(X ′, HY ′)
L(x,Hy)
OO
êîììóòàòèâíà,
òàê êàê äëÿ âñÿêîé ñòðåëêè h : FX ′ → Y ′ âûïîëíÿåòñÿ θX,Y (K(Fx, y)(h)) =
θX,Y (y◦h◦Fx) = H(y◦h◦Fx)◦ηX = Hy◦Hh◦HFx◦ηX = Hy◦Hh◦ηX′◦x =
Hy ◦ θX′,Y ′(h) ◦ x = L(x,Hy)(θX′,Y ′(h)).
Ñëåäîâàòåëüíî, θX,Y åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ. 
Îïðåäåëåíèå 14. Äâà îáúåêòà A è B â 2-êàòåãîðèè K íàçûâàþòñÿ
ñîïðÿæåííûìè, åñëè
• ñóùåñòâóþò 1-ñòðåëêè A
f
))
B
g
ii ,
• ñóùåñòâóþò 2-ñòðåëêè ε : gf ⇒ 1A, η : 1B ⇒ fg,
• âûïîëíÿþòñÿ òðåóãîëíûå òîæäåñòâà fε ◦ ηf = 1f , εg ◦ gη = 1g.
Ñòðåëêà g íàçûâàåòñÿ ëåâîé ñîïðÿæåííîé ê f , à f ïðàâîé ñîïðÿ-
æåííîé ê g, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ g ⊣ f . ε íàçûâàåòñÿ êîåäèíèöåé, à η
 åäèíèöåé ñîïðÿæåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå 14. 2-óíêòîð ñîõðàíÿåò ñèòóàöèþ ñîïðÿæåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Ïðèìåðû.
1. Â 2-Cat ñèòóàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 14 ýòî îáû÷-
íàÿ ñèòóàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ êàòåãîðèé.
2. Â 2-Top ñèòóàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ ýòî ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ñëàáîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè, òàê êàê â 2-Top âñå 2-ñòðåëêè îáðàòèìû (òî åñòü
ε è η  2-èçîìîðèçìû). Äîïîëíèòåëüíûì ñîîòíîøåíèåì íà ãîìî-
òîïèè áóäóò òðåóãîëüíûå òîæäåñòâà. Ýòî íàõîäèòñÿ â êîíòðàñòå ñ
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2-Cat, ãäå ñîïðÿæåííîñòü ÿâëÿåòñÿ áîëåå øèðîêèì ñâîéñòâîì, ÷åì
ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé.
Óïðàæíåíèÿ 13. 1. àçîáðàòüñÿ â òèïàõ ñòðåëîê è êîððåêòíîñòè
âñåõ ïðîèçâåäåíèé, ó÷àñòâóþùèõ â òðåóãîëüíûõ òîæäåñòâàõ.
2. àññìîòðåòü, êàê 2-óíêòîð äåéñòâóåò íà ñèòóàöèþ ñîïðÿæå-
íèÿ, âî ÷òî îòîáðàæàåò ñîïðÿæåííûå ñòðåëêè, åäèíèöó è êîåäè-
íèöó. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 14.
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ëàâà 3
Òåíçîðíûå êàòåãîðèè
Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàòåãîðèè ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòó-
ðîé (ñëàáîãî) ìîíîèäà íà êàòåãîðèè. Îíè èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå
äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíûõ âîïðîñîâ îò ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû è òîïîëîãèè
äî ëèíåéíîé ëîãèêè è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.
3.1 Îïðåäåëåíèå òåíçîðíîé êàòåãîðèè
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êàòåãîðèè K êàòåãîðèÿ K×K ñîñòîèò èç ïàð îáúåêòîâ
(A,B) ∈ (K × K)0 è ïàð ñòðåëîê (f, g) ∈ (K × K)1, ãäå A,B ∈ K0, f, g ∈
K1. Åäèíèöàìè ÿâëÿþòñÿ ïàðû åäèíèö (1A, 1B), êîìïîçèöèÿ îïðåäåëåíà
ïîêîìïîíåíòíî (f, g) ◦ (f ′, g′) := (f ◦ f ′, g ◦ g′).
Îïðåäåëåíèå 15. Ñëàáûì ìîíîèäîì íà êàòåãîðèè K ∈ 2-Cat0, íà-
çûâàåòñÿ ñàìà êàòåãîðèÿ K, ñíàáæåííàÿ ñëåäóþùèìè ñòðåëêàìè:
• óíêòîðîì ⊗ : K×K → K, íàçûâàåìûì òåíçîðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì,
• óíêòîðîì I : 1 → K, ãäå 1  åäèíè÷íàÿ êàòåãîðèÿ, ñîñòîÿùàÿ
èç îäíîãî îáúåêòà è îäíîé ñòðåëêè (óíêòîð I âûäåëÿåò îäèí ñïå-
öèàëüíûé îáúåêò I â êàòåãîðèè K, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ åäèíè÷-
íûì),
• åñòåñòâåííûì èçîìîðèçìîì αA,B,C : (A⊗B)⊗C
≃
→ A⊗ (B⊗C),
íàçûâàåìûì èçîìîðèçìîì àññîöèàòèâíîñòè,
• åñòåñòâåííûì èçîìîðèçìîì λA : I⊗A
≃
→ A, íàçûâàåìûì ëåâûì
åäèíè÷íûì èçîìîðèçìîì,
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• åñòåñòâåííûì èçîìîðèçìîì ρA : A ⊗ I
≃
→ A, íàçûâàåìûì ïðà-
âûì åäèíè÷íûì èçîìîðèçìîì,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì óñëîâèÿì ñîãëàñîâàííîñòè, íàçû-
âàåìûì óñëîâèÿìè êîãåðåíòíîñòè, è âûðàæàåìûì äâóìÿ êîììóòà-
òèâíûìè äèàãðàììàìè
(A⊗ (B ⊗ C))⊗D
αA,B⊗C,D
**UUU
UUUU
UUU
UUUU
UU
((A⊗B)⊗ C)⊗D
αA,B,C⊗1D
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αA⊗B,C,D

A⊗ ((B ⊗ C)⊗D)
1A⊗αB,C,D

(A⊗B)⊗ (C ⊗D) αA,B,C⊗D
// A⊗ (B ⊗ (C ⊗D))
è
(A⊗ I)⊗ B
αA,I,B //
ρA⊗1B ''NN
NNN
NNN
NNN
A⊗ (I ⊗ B)
1A⊗λBwwppp
ppp
ppp
pp
A⊗B
Êàòåãîðèÿ, íà êîòîðîé îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà (ñëàáîãî) ìîíîèäà íàçûâà-
åòñÿ òåíçîðíîé èëè ìîíîèäàëüíîé.
Íåñìîòðÿ íà äëèíó îïðåäåëåíèÿ, â íåì âñåãî ëèøü ââîäÿòñÿ ïðàâèëà
îïåðèðîâàíèÿ îáúåêòàìè è ñòðåëêàìè â òåíçîðíîé êàòåãîðèè. Òàê, íà-
ïðèìåð, äâà îáúåêòà A è B ìîæíî ïåðåìíîæèòü A ⊗ B, äâå ñòðåëêè
f : A → A′ è g : B → B′ ìîæíî ïåðåìíîæèòü f ⊗ g : A ⊗ B → A′ ⊗ B′,
óìíîæåíèå óäîâëåòâîðÿåò àññîöèàòèâíîìó çàêîíó ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, íà åäèíèöó I ìîæíî ñîêðàùàòü ñëåâà è ñïðàâà ñ òî÷íîñòüþ äî
ýêâèâàëåíòíîñòè, ñàìè ýêâèâàëåíòíîñòè, ñ òî÷íîñòüþ äî êîòîðûõ âûïîë-
íÿþòñÿ îïåðàöèè, óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì òîæäåñòâàì
(óñëîâèÿì êîãåðåíòíîñòè). Íà ñàìîì äåëå äàæå èìååò ìåñòî òåîðåìà
êîãåðåíòíîñòè Ìàêëåéíà-Ñòàøåà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî â òåíçîðíîé
êàòåãîðèè âñå äèàãðàììû, ïîñòðîåííûå ïðè ïîìîùè ñòðåëîê λ, ρ, α,
åäèíè÷íûõ ñòðåëîê è îïåðàöèè òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ ⊗, êîììóòà-
òèâíû.
Áîëåå íåïîñðåäñòâåííûì îïðåäåëåíèåì ñòðóêòóðû (ñëàáîãî) ìîíîèäà
íà êàòåãîðèè K áûëî áû èñïîëüçîâàíèå äèàãðàìì (àññîöèàòèâíîñòè è
åäèíèöû)
K × (K ×K)
≃ //
1K×⊗

(K ×K)×K
⊗×1K //
α
⇐=
K ×K
⊗

K ×K
⊗
// K
K ×K
⊗ // K K ⊗K
⊗oo
1×K
I×1K
λ
⇒
OO
pr2
;;wwwwwwwww
K × 1
1K×I
ρ
⇐
OO
pr1
ccGGGGGGGGG
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âûïîëíÿþùèõñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî åñòåñòâåííûõ èçîìîðèçìîâ α, λ è ρ
(êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì êîãåðåíòíîñòè). ×è-
òàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ ñðàâíèòü ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ è óáåäèòüñÿ, ÷òî
îíè ïîëíîñòüþ îäèíàêîâû.
Ïðèìåðû.
1. Êàòåãîðèÿ ñ áèíàðíûì ïðîèçâåäåíèåì × è êîíå÷íûì îáúåêòîì 1
ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⊗ := × è åäèíè÷-
íûì îáúåêòîì I := 1.
2. Êàòåãîðèÿ ñ áèíàðíûì êîïðîèçâåäåíèåì
∐
è íà÷àëüíûì îáúåêòîì
0 ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⊗ :=
∐
è åäè-
íè÷íûì îáúåêòîì I := 0.
3. Êàòåãîðèÿ ýíäîóíêòîðîâEnd(K) := 2-Cat(K,K) (òî åñòü óíê-
òîðîâ, íà÷èíàþùèõñÿ è êîí÷àþùèõñÿ â îäíîé êàòåãîðèè) ÿâëÿåòñÿ
òåíçîðíîé ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⊗ := ◦ (êîìïîçèöèåé óíê-
òîðîâ) è I := 1K (òîæäåñòâåííûì óíêòîðîì). Åñëè â äâóõ ïåðâûõ
ïðèìåðàõ êàòåãîðèè áûëè ñëàáûå, òî åñòü α, λ è ρ áûëè íå òîæ-
äåñòâåííûìè åñòåñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, òî êàòåãîðèÿ ýí-
äîóíêòîðîâ End(K) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé (âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ α, λ
è ρ òîæäåñòâåííûå). Íà îñíîâå ýòîé êàòåãîðèè ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ
ìîíàäû è êîìîíàäû.
4. àññìîòðèì êàòåãîðèþ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ Vect (íàä ïîëåì
k). Ïîñòðîèì êàòåãîðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ áèëèíåéíûå
îòîáðàæåíèÿ f : X1 × X2 → Y , ãäå X1, X2, Y ∈ Vect0 (âåêòîð-
íûå ïðîñòðàíñòâà), à ñòðåëêè h : f → f ′  ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
h : Y → Y ′ òàêèå, ÷òî äèàãðàììà
X1 ×X2
f //
f ′ $$I
II
II
II
II
Y
h

Y ′
êîììóòàòèâíà.
(Áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ýòî îòîáðàæåíèå, ëèíåéíîå ïî êàæäîìó
àðãóìåíòó, íàïðèìåð, f(x1, ax2 + bx
′
2) = af(x1, x2) + bf(x1, x
′
2)). Â
ýòîé êàòåãîðèè ñóùåñòâóåò íà÷àëüíûé îáúåêò, îáîçíà÷àåìûé ⊗ :
X1 × X2 → X1 ⊗ X2 è íàçûâàåìûé òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
X1⊗X2 ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
êîíå÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âèäà a1x11 ⊗x21 + · · ·+ anx1n ⊗x2n ,
ãäå a1, . . . an ∈ k, x11 , . . . , x1n ∈ X1, x21 , . . . , x2n ∈ X2. Îïåðàöèÿ
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⊗ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ íà ýëåìåíòàõ ïðî-
ñòðàíñòâ X1, X2 ñî çíà÷åíèÿìè â òðåòüåì ïðîñòðàíñòâå X1 ⊗X2.
Îïåðàöèÿ ⊗ : Vect ×Vect → Vect ïðîäîëæàåòñÿ íà ñòðåëêè òàê,
÷òî åñëè f : X1 → X
′
1 è g : X2 → X
′
2 ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, òî
f ⊗ g : X1 ⊗ X2 → X
′
1 ⊗ X
′
2 : a1x11 ⊗ x21 + · · · + anx1n ⊗ x2n 7→
a1f(x11) ⊗ g(x21) + · · · + anf(x1n) ⊗ g(x2n)  ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå, íàçûâàåìîå òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ îòîáðà-
æåíèé f è g. Òàêèì îáðàçîì, òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ⊗ ÿâëÿåòñÿ
óíêòîðîì äâóõ àðãóìåíòîâ íà êàòåãîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Èìåþò ìåñòî åñòåñòâåííûå èçîìîðèçìû αX,Y,Z : (X ⊗ Y ) ⊗ Z
≃
→
X ⊗ (Y ⊗Z) : (x⊗ y)⊗ z 7→ x⊗ (y ⊗ z), λX : k⊗X
≃
→ X : 1⊗ x 7→ x
è ρX : X ⊗ k → X : x ⊗ 1 7→ x. Ñëåäîâàòåëüíî, êàòåãîðèÿ âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíîé êàòåãîðèåé ñ òåíçîðíûì
ïðîèçâåäåíèåì, ÿâëÿþùèìñÿ (êëàññè÷åñêèì) òåíçîðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, è åäèíèöåé I := k. Ôóíêòîð òåí-
çîðíîãî óìíîæåíèÿ X ⊗ (−) : Vect → Vect èìååò ïðàâûé ñîïðÿ-
æåííûé Vect(X,−) : Vect → Vect. Òàêèå êàòåãîðèè íàçûâàþòñÿ
çàìêíóòûìè ïî àíàëîãèè ñ äåêàðòîâî-çàìêíóòûìè êàòåãîðèÿìè
(â êîòîðûõ ⊗ := ×). Òåîðèÿ çàìêíóòûõ òåíçîðíûõ êàòåãîðèé èìååò
ðàçâèòîå îðìàëüíîå èñ÷èñëåíèå è âàæíà â ÷àñòíîñòè â ãîìîëîãè-
÷åñêîé àëãåáðå è ëèíåéíîé ëîãèêå.
Â íåêîòîðûõ òåîðèÿõ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû áûëà íåêîòîðàÿ ñâÿçü ìåæäó
îáúåêòàìè X ⊗Y è Y ⊗X . Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ââîäÿò åñòåñòâåííûé èçîìîð-
èçì γ : ⊗
≃
→ ⊗ ◦ τ : K × K → K, ãäå τ : K × K → K × K  óíêòîð,
ìåíÿþùèé ìåñòàìè ïåðâóþ è âòîðóþ êîìïîíåíòû ïàðû îáúåêòîâ è ñòðå-
ëîê. Äðóãèìè ñëîâàìè, ââîäÿòñÿ ñòðåëêè γX,Y : X ⊗ Y
≃
→ Y ⊗ X , åñòå-
ñòâåííî çàâèñÿùèå îò àðãóìåíòîâ X, Y . Åñëè ïðîèçâåäåíèå X ⊗ Y
γX,Y
→
Y ⊗X
γY,X
→ X ⊗Y åñòü òîæäåñòâåííîå åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå 1X⊗Y
äëÿ âñåõ X, Y ∈ K0, òî êàòåãîðèÿ K íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íîé. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå γ îòñóòñâóåò, òî
ñèììåòðè÷íîñòü èëè íåñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðíîé êàòåãîðèè íåîïðåäå-
ëåíà. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû γ ñàìî óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèÿì ñîãëàñîâàííîñòè
(êîãåðåíòíîñòè) ñ α, λ, ρ. Ìû íå áóäåì èõ âûïèñûâàòü.
Òåíçîðíûå êàòåãîðèè îðìèðóþò 2-êàòåãîðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé
îíè ÿâëÿþòñÿ. Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü íå âñå óíêòîðû ìåæäó íèìè
è íå âñå åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, à òîëüêî ñîãëàñîâàííûå ñ òåíçîð-
íîé ñòðóêòóðîé. Ìû òàêæå íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ, îäíàêî
÷èòàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ ïîäóìàòü, êàê áû ìîãëè âûãëÿäåòü ýòè óñëîâèÿ
ñîãëàñîâàííîñòè.
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Óïðàæíåíèÿ 14. 1. Óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðåäåëåíèå 15, ñòðóêòóðû ñëà-
áîãî ìîíîèäà íà êàòåãîðèè, âûðàæàåò â òî÷íîñòè òî æå ñàìîå,
÷òî è îïðåäåëåíèå ÷åðåç äèàãðàììû àññîöèàòèâíîñòè è åäèíèöû.
2. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùèå ñâîéñòâà òåíçîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ⊗ : K ×K → K áûòü óíêòîðîì.
3. Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ òåíçîðíûõ êàòåãîðèé â ïðè-
ìåðàõ 1 è 2.
4. Óòî÷íèòü âèä ëèíåéíûõ èçîìîðèçìîâ αX,Y,Z, λX , ρX â ïðèìåðå
4 íà ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòàõ ïðîñòðàíñòâ.
5. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå τ : K×K → K×K, ìåíÿþùåå ìåñòà-
ìè ïåðâóþ è âòîðóþ êîìïîíåíòû îáúåêòîâ è ñòðåëîê, ÿâëÿåòñÿ
óíêòîðíûì èçîìîðèçìîì.
3.2 (Êî)ìîíîèäû
Îáû÷íî â ìàòåìàòèêå ìîíîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M ñ îäíîé áè-
íàðíîé îïåðàöèåé · : M ×M → M , êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ àññîöèàòèâ-
íîé, òî åñòü äëÿ âñåõ a, b, c ∈M (a · b) · c = a · (b · c), è èìåþùåé åäèíèöó
e, òî åñòü äëÿ ëþáîãî a ∈ M e · a = a = a · e. Åñëè çàïèñàòü ýòî îïðåäå-
ëåíèå ÷åðåç äèàãðàììû, òî ïîëó÷èì äâå äèàãðàììû (àññîöèàòèâíîñòè
è åäèíèöû)
M × (M ×M)
≃ //
1M×·

(M ×M)×M
·×1M //M ×M
·

M ×M ·
//M
M ×M
· //M M ×M
·oo
1×M
e×1M
OO
pr2
::uuuuuuuuu
M × 1
1M×e
OO
pr1
ddIIIIIIIII
ãäå 1 åñòü îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî (êîíå÷íûé îáúåêò â êàòåãîðèè ìíî-
æåñòâ Set).
Ïî àíàëîãèè îïðåäåëÿþòñÿ ìîíîèäû â ëþáîé òåíçîðíîé êàòåãîðèè.
Êîìîíîèäû ïîëó÷àþòñÿ 'îáðàùåíèåì ñòðåëîê'.
Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü (K,⊗, I, α, λ, ρ)  òåíçîðíàÿ êàòåãîðèÿ.
• Ìîíîèäîì â K íàçûâàåòñÿ îáúåêòM ∈ K0 âìåñòå ñ äâóìÿ ñòðåë-
êàìè: óìíîæåíèåì µ : M ⊗ M → M è åäèíèöåé η : I → M
òàêèìè, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ, çàäàâàåìûå äèàãðàììàìè
àññîöèàòèâíîñòè è åäèíèöû
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M ⊗ (M ⊗M)
α−1
M,M,M//
1M⊗µ

(M ⊗M)⊗M
µ⊗1M //M ⊗M
µ

M ⊗M µ
//M
M ⊗M
µ //M M ⊗M
µoo
I ⊗M
η⊗1M
OO
λM
::uuuuuuuuu
M ⊗ I
1M⊗η
OO
ρM
ddIIIIIIIII
• Êîìîíîèäîì â K íàçûâàåòñÿ îáúåêò C ∈ K0 âìåñòå ñ äâóìÿ
ñòðåëêàìè: êîóìíîæåíèåì δ : C → C⊗C è êîåäèíèöåé ε : C →
I òàêèìè, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ, çàäàâàåìûå äèàãðàììàìè
êîàññîöèàòèâíîñòè è êîåäèíèöû
C ⊗ (C ⊗ C) (C ⊗ C)⊗ C
αC,C,Coo C ⊗ C
δ⊗1Coo
C ⊗ C
1C⊗δ
OO
C
δ
OO
δ
oo
C ⊗ C
ε⊗1C

C
λ−1
C{{ww
ww
ww
ww
w
ρ−1
C ##G
GG
GG
GG
GG
δoo δ // C ⊗ C
1C⊗ε

I ⊗ C C ⊗ I
Ïðèìåðû.
1. Îáû÷íûìè (êëàññè÷åñêèìè) ìîíîèäàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ìíî-
æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ è íóëåì â êà÷å-
ñòâå åäèíèöû (N,+, 0), ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöè-
åé óìíîæåíèÿ è îáû÷íîé åäèíèöåé (N, ·, 1), ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ
ìàòðèö (íàä êîëüöîì ñ åäèíèöåé), ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé ìíî-
æåñòâà A â ñåáÿ (Set(A,A), ◦, 1A). Âñå ýòî ìîíîèäû â òåíçîðíîé
êàòåãîðèè Set ñ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì × â êà÷åñòâå òåíçîð-
íîãî óìíîæåíèÿ ⊗ è åäèíèöåé I := 1.
2. Ìîíîèäû è êîìîíîèäû â êàòåãîðèè ýíäîóíêòîðîâ End(K) :=
2-Cat(K,K) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìîíàäàìè è êîìîíàäàìè
(ñìîòðèòå ñëåäóþùèé ïàðàãðà). Ýòî ïðèìåð ìîíîèäîâ è êîìî-
íîèäîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè.
3. Åäèíñòâåííî âîçìîæíîé ñòðóêòóðîé êîìîíîèäà íà ìíîæåñòâå A ∈
Set0 (Set ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òåíçîðíàÿ êàòåãîðèÿ ïî îòíîøåíèþ
ê äåêàðòîâó ïðîèçâåäåíèþ × è åäèíèöå 1) ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîå
îòîáðàæåíèå δ : A → A × A : a 7→ (a, a) (êîóìíîæåíèå) âìåñòå ñ
îòîáðàæåíèåì â îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ! : A→ 1 (êîåäèíèöà).
4. àññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî k[X ] ∈ Vect0, ïîðîæäåííîå
ìíîæåñòâîì X (òî åñòü X ÿâëÿåòñÿ åãî áàçèñîì), â òåíçîðíîé êàòå-
ãîðèè (Vect,⊗, k). Îíî äîïóñêàåò ñòðóêòóðó êîìîíîèäà ñ êîóìíî-
æåíèåì δ : k[X ]→ k[X ]⊗k[X ] : x 7→ x⊗x è êîåäèíèöåé ε : X → k :
x 7→ 1 (îòîáðàæåíèÿ çàäàíû íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ è ðàñïðîñòðà-
íÿþòñÿ íà äðóãèå ïî ëèíåéíîñòè).
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Óïðàæíåíèÿ 15. 1. Äîêàçàòü, ÷òî ìîíîèä â êàòåãîðèè ìîíîèäîâ
Mon, ðàññìàòðèâàåìîé ñ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì â êà÷åñòâå
òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ è åäèíèöåé  åäèíè÷íûì ìîíîèäîì (ñîñòî-
ÿùèì èç îäíîãî ýëåìåíòà), ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì ìîíîèäîì
â Set.
2. Ïðîâåðèòü äèàãðàììû êîàññîöèàòèâíîñòè è êîåäèíèöû äëÿ ñòðóê-
òóðû êîìîíîèäà íà ìíîæåñòâå (ïðèìåð 3). Äîêàçàòü åäèíñòâåí-
íîñòü ñòðóêòóðû êîìîíîèäà íà ìíîæåñòâå â òåíçîðíîé êàòåãî-
ðèè (Set,×, 1) (èñïîëüçóÿ äèàãðàììó êîåäèíèöû).
3. Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü çàäàíèÿ ñòðóêòóðû êîìîíîèäà íà âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå â ïðèìåðå 4.
3.3 (Êî)ìîíàäû
Ôèêñèðóåì îáúåêò A â 2-êàòåãîðèè K. Ïî îïðåäåëåíèþ 2-êàòåãîðèèHom-
ìíîæåñòâî K(A,A) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 1-êàòåãîðèþ ñ îáúåêòàìè  1-
ñòðåëêàìè â K òèïà f : A → A è ñòðåëêàìè  2-ñòðåëêàìè â K òèïà
A
f
α⇓
//
g
// A . Ýòà êàòåãîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé òåíçîðíîé ñ òåíçîðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì
{
f ⊗ g := f ◦ g f, g ∈ K(A,A)0
α⊗ β := α ∗ β α, β ∈ K(A,A)1
è åäèíèöåé I := 1A. Ìî-
íàäû ýòî ìîíîèäû, à êîìîíàäû  êîìîíîèäû â êàòåãîðèè K(A,A). Çàìå-
÷àòåëüíî, ÷òî â ñèòóàöèè ñîïðÿæåíèÿ A
f
⊤
))
B
g
ii ñòðåëêà f ◦ g : B → B
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ìîíàäîé â K(B,B), à ñòðåëêà g ◦ f : A→ A  êîìîíàäîé
â K(A,A). Äàäèì òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 17. Ïóñòü K  2-êàòåãîðèÿ. 1-ñòðåëêà f : A→ A íàçû-
âàåòñÿ
• ìîíàäîé, åñëè çàäàíû äâå 2-ñòðåëêè µ : f ◦ f ⇒ f (óìíîæåíèå)
è η : 1A ⇒ f (åäèíèöà) òàêèå, ÷òî äèàãðàììû àññîöèàòèâíî-
ñòè è åäèíèöû
f ◦ f ◦ f
1f∗µ //
µ∗1f

f ◦ f
µ

f ◦ f µ
// f
1A ◦ f
η∗1f //
=
$$I
II
II
II
II
I
f ◦ f
µ

f ◦ 1A
1f∗ηoo
=
zzuu
uu
uu
uu
uu
f
êîììóòàòèâíû.
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• êîìîíàäîé, åñëè çàäàíû äâå 2-ñòðåëêè δ : f ⇒ f ◦ f (êîóìíîæå-
íèå) è ε : f ⇒ 1A (êîåäèíèöà) òàêèå, ÷òî äèàãðàììû êîàññîöèà-
òèâíîñòè è êîåäèíèöû
f ◦ f ◦ f f ◦ f
1f∗δoo
f ◦ f
δ∗1f
OO
f
δ
oo
δ
OO 1A ◦ f f ◦ f
ε∗1foo
1f∗ε // f ◦ 1A
f
=
ddIIIIIIIIII
δ
OO
=
::uuuuuuuuuu
êîììóòàòèâíû.
Óòâåðæäåíèå 15. Ïóñòü A
f
⊤
))
B
g
ii  ñèòóàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ (ñ åäè-
íèöåé η : 1B ⇒ f ◦ g è êîåäèíèöåé ε : g ◦ f ⇒ 1A) â 2-êàòåãîðèè K,
òîãäà
• (f ◦ g, 1f ∗ ε ∗ 1g, η) ÿâëÿåòñÿ ìîíàäîé íà ñòðåëêå f ◦ g : B → B
ñ óìíîæåíèåì µ := 1f ∗ ε ∗ 1g : f ◦ g ◦ f ◦ g ⇒ f ◦ g è åäèíèöåé
η : 1B ⇒ f ◦ g,
• (g ◦ f, 1g ∗ η ∗ 1f , ε) ÿâëÿåòñÿ êîìîíàäîé íà ñòðåëêå g ◦ f : A→ A ñ
êîóìíîæåíèåì δ := 1g ∗ η ∗ 1f : g ◦ f ⇒ g ◦ f ◦ g ◦ f è êîåäèíèöåé
ε : g ◦ f ⇒ 1A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ.
(äèàãðàììà àññîöèàòèâíîñòè): Íóæíî äîêàçàòü µ◦(1f◦g∗µ) = µ◦(µ∗1f◦g).
Ïîäñòàâèì â ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè µ è âû÷èñëèì âûðàæåíèÿ, èñïîëüçóÿ
ïðàâèëà àëãåáðû â 2-êàòåãîðèè.
Ëåâàÿ ÷àñòü: (1f∗ε∗1g)◦(1f◦g∗1f∗ε∗1g) = 1f∗(ε◦(1g◦f∗ε))∗1g = 1f∗ε∗ε∗1g.
Ïðàâàÿ ÷àñòü: (1f ∗ ε ∗ 1g) ◦ (1f ∗ ε ∗ 1g ∗ 1f◦g) = 1f ∗ (ε ◦ (ε ∗ 1g◦f)) ∗ 1g =
1f ∗ε∗ε∗1g. [Â âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàëîñü â ÷àñòíîñòè, ÷òî 1f◦g = 1f ∗1g
è ε◦(ε∗1g◦f ) = (11A ◦ε)∗(ε◦1g◦f ) = ε∗ε = (ε◦1g◦f )∗(11A ◦ε) = ε◦(1g◦f ∗ε)℄
(äèàãðàììà åäèíèöû): Íóæíî äîêàçàòü µ◦(η∗1f◦g) = 1f◦g è µ◦(1f◦g∗η) =
1f◦g.
Ïîäñòàâëÿåì µ è âû÷èñëÿåì: (1f ∗ε∗1g)◦(η∗1f◦g) = ((1f ∗ε)◦(η∗1f))∗1g =
1f ∗1g = 1f◦g è (1f ∗ε∗1g)◦(1f◦g ∗η) = 1f ∗((ε∗1g)◦(1g ∗η)) = 1f ∗1g = 1f◦g.
[Èñïîëüçîâàëèñü òðåóãîëüíûå òîæäåñòâà℄ 
Â êàòåãîðèè 2-Cat âåðíî òàêæå è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, ÷òî âñÿ-
êàÿ ìîíàäà èëè êîìîíàäà ïîëó÷àþòñÿ èç ñèòóàöèè ñîïðÿæåíèÿ, ïðè-
÷åì ñóùåñòâóåò ìíîãî ñèòóàöèé ñîïðÿæåíèÿ, äàþùèõ äàííóþ ìîíàäó
èëè êîìîíàäó. Ïóñòü, íàïðèìåð, (T, µ, η) ìîíàäà íà êàòåãîðèè K. Âñåãäà
ñóùåñòâóåò íåïóñòàÿ êàòåãîðèÿ ñîïðÿæåíèé, äàþùèõ äàííóþ ìîíàäó â
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ñìûñëå óòâåðæäåíèÿ 15. Îáúåêòàìè òàêîé êàòåãîðèè ñëóæàò ñîïðÿæå-
íèÿ
L
U
		
K
F ⊣
II
à ñòðåëêàìè óíêòîðû Φ : L → L′, äëÿ êîòîðûõ òðåóãîëü-
íèêè â äèàãðàììå
L
Φ //
U

L′
U ′
ww
K
F ⊣
WW
F ′ ⊣
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êîììóòàòèâíû. Èìåþòñÿ íà÷àëü-
íûé è êîíå÷íûé îáúåêòû â ýòîé êàòåãîðèè, òàê íàçûâàåìûå, êàòåãîðèÿ
Êëåéñëè è êàòåãîðèÿ àëãåáð Ýéëåíáåðãà-Ìóðà. Ìû íå áóäåì íà
ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ.
Ïðèìåðû.
1. Ïóñòü Set
F
⊥
,,
Mon
U
kk ñèòóàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ ìåæäó êàòåãîðèÿìè
ìíîæåñòâ è ìîíîèäîâ. Òîãäà (UF, UεF, η)  ìîíàäà íà êàòåãîðèè
Set. Óìíîæåíèå UεF (A) : UFUF (A)→ UF (A) ñîïîñòàâëÿåò ñëîâó
(a11 · · · a
1
n1
) · · · (am1 · · · a
m
nm
) â UFUF (A) ñëîâî a11 · · · a
1
n1
· · · am1 · · · a
m
nm
â
UF (A), ãäå âñå aij ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A. Åäèíèöà ηA : A →
UF (A)  åäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòó a ∈
A ñëîâî a ∈ UF (A).
(FU, FηU, ε)  êîìîíàäà íà êàòåãîðèèMon. Êîóìíîæåíèå FηU(M) :
FU(M) → FUFU(M) ñîïîñòàâëÿåò ñëîâó m1 · · ·mn â FU(M) ñëî-
âî (m1) · · · (mn) â FUFU(M), ãäå m1, . . . , mn ∈ M . Êîåäèíèöà εM :
FU(M)→M  êîåäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò ñëîâó
m1 · · ·mn â FU(M) ýëåìåíò ìîíîèäàM , ÿâëÿþùèéñÿ ïðîèçâåäåíè-
åì ýëåìåíòîâ m1, . . . , mn â M .
2. Ïóñòü P : Set→ Set  êîâàðèàíòíûéóíêòîð ìíîæåñòâî-ñòåïåíü
(òî åñòü åñëè f : A → B  óíêöèÿ, òî P(f) : P(A) → P(B) 
óíêöèÿ, íàçíà÷àþùàÿ ïîäìíîæåñòâó X ⊂ A åãî îáðàç f(X) ⊂ B).
Òîãäà (P,
⋃
, η)  ìîíàäà íà êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set. Óìíîæåíèå⋃
: P(P(A)) → P(A) ñîïîñòàâëÿåò ìíîæåñòâó ïîäìíîæåñòâ A èõ
îáúåäèíåíèå. Åäèíèöà ηA : A→ P(A) ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòó a ∈ A
îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {a} ∈ P(A).
Ìîíàäû íà êàòåãîðèè Set ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåííûå àëãåá-
ðû (ìíîæåñòâà ñ îïåðàöèÿìè), êîòîðûå, êàê âèäíî èç ïðèìåðà 2, ìîãóò
èìåòü áåñêîíå÷íîìåñòíûå îïåðàöèè. Íà ñàìîì äåëå ëþáîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñèñòåìå (òàêîé êàê Mon, Grp, Rng è òàê äàëåå) ñîîòâåòñòâóåò
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îïðåäåëåííàÿ ìîíàäà íà êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set. Ïðîèçâîëüíîé ìîíà-
äå íà êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ìîæåò íå ñîîòâåòñòâîâàòü íèêàêàÿ êëàññè÷å-
ñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, íî ýòî áóäåò àëãåáðà â íåêîòîðîì ñìûñëå.
Ñìûñë êîìîíàä ìåíåå î÷åâèäåí, îäíàêî èçâåñòíû èõ ïðèìåíåíèÿ â òîïî-
ëîãèè è êîìïüþòåðíûõ íàóêàõ.
Óïðàæíåíèÿ 16. 1. Äîêàçàòü âòîðóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ 15.
2. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå àêñèîì ìîíàäû äëÿ êîâàðèàíòíîãî óíê-
òîðà ìíîæåñòâî-ñòåïåíü P : Set→ Set (ïðèìåð 2).
3.4 (Êî)àëãåáðû
Àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ ìîíîèäàìè, à êîàëãåáðû êîìîíîèäàìè â êàòåãîðèè
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ Vect.
Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü (Vect,⊗, k) êàòåãîðèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
íàä ïîëåì k, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⊗ è åäèíè-
öåé I := k. Òîãäà
• àëãåáðà A ýòî îáúåêò â Vect, ÿâëÿþùèéñÿ ìîíîèäîì, òî åñòü
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A, ñíàáæåííîå äîïîëíèòåëüíîé ñòðóê-
òóðîé:
 ñòðåëêîé µ : A⊗ A→ A (óìíîæåíèåì)
 è ñòðåëêîé η : k → A (åäèíèöåé) òàêèìè, ÷òî ñëåäóþùèå
äèàãðàììû êîììóòàòèâíû
(A⊗A)⊗ A
αA,A,A
≃
//
µ⊗1A

A⊗ (A⊗ A)
1A⊗µ // A⊗ A
µ

A⊗ A µ
// A
k ⊗A
η⊗1A //
λA
≃
%%K
KK
KK
KK
KK
K A⊗A
µ

A⊗ k
1A⊗ηoo
ρA
≃
yysss
ss
ss
ss
s
A
• êîàëãåáðà C ýòî îáúåêò â Vect, ÿâëÿþùèéñÿ êîìîíîèäîì, òî
åñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî C, ñíàáæåííîå äîïîëíèòåëüíîé ñòðóê-
òóðîé:
 ñòðåëêîé δ : C → C ⊗ C (êîóìíîæåíèåì)
 è ñòðåëêîé ε : A → k (êîåäèíèöåé) òàêèìè, ÷òî ñëåäóþùèå
äèàãðàììû êîììóòàòèâíû
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(C ⊗ C)⊗ C C ⊗ (C ⊗ C)
α−1
C,C,C
≃
oo C ⊗ C
1C⊗δoo
C ⊗ C
δ⊗1C
OO
C
δ
OO
δ
oo
k ⊗ C C ⊗ C
ε⊗1Coo 1C⊗ε // C ⊗ k
C
δ
OO
λ−1
C
≃
eeKKKKKKKKKK ρ−1C
≃
99ssssssssss
Ïðèìåðû.
1. Îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî k ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé è êîàë-
ãåáðîé ñ óìíîæåíèåì µ : k ⊗ k → k : r ⊗ s 7→ rs, åäèíèöåé
η : k → k : r 7→ r, êîóìíîæåíèåì δ : k → k ⊗ k : r · 1 7→ r(1 ⊗ 1) è
êîåäèíèöåé ε : k → k : r 7→ r.
2. Ïóñòü (X) := {1, X,X2, . . . , Xn, . . . } ìîíîèä ñ îäíîé îáðàçóþùåé
X (è óìíîæåíèåì Xn · Xm := Xn+m), ïóñòü k[(X)] âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ ýëåìåíòàìè ìîíîèäà (X) â êà÷åñòâå áàçèñà (íàïðèìåð,
r0 + r1X + r2X
2 + r5X
5
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì k[(X)]). Òîãäà k[(X)]
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé è êîàëãåáðîé ñ óìíîæåíèåì µ : k[(X)]⊗k[(X)]→
k[(X)] : Xn ⊗ Xm 7→ Xn+m, åäèíèöåé η : k → k[(X)] : 1 7→ 1, êî-
óìíîæåíèåì δ : k[(X)] → k[(X)] ⊗ k[(X)] : Xn 7→
∑
i1+i2=n
i1,i2≥0
X i1 ⊗ X i2
è êîåäèíèöåé ε : k[(X)] → k :
{
Xn 7→ 0 åñëè n > 0
Xn 7→ 1 åñëè n = 0
(âñå îïðåöèè
çàäàíû íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ è ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà äðóãèå ïî
ëèíåéíîñòè).
3. Ïóñòü A ∈ Vect0 âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, A
⊗2 := A⊗A òåíçîðíûé
êâàäðàò A, òî åñòü óíèâåðñàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ áèëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé
A×A
⊗ //
∀f %%KK
KK
KK
KK
KK
A⊗A
∃! h



B
, A⊗3 := A⊗A⊗ A òåíçîðíûé êóá
A, òî åñòü óíèâåðñàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ òðèëèíåéíûõ îòîá-
ðàæåíèé
A× A× A
⊗ //
∀f ((QQ
QQQ
QQQ
QQQ
QQQ
A⊗ A⊗ A
∃!h



B
(ýëåìåíòû A⊗3 ýòî êîíå÷íûå
ñóììû âèäà r1a11 ⊗ a12 ⊗ a13 + · · · + rnan1 ⊗ an2 ⊗ an3), . . . . àñ-
ñìîòðèì êîïðîèçâåäåíèå âñåõ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé ïðîñòðàíñòâà A:
T (A) :=
∐
0≤i<∞
A⊗i :=
⊕
0≤i<∞
A⊗i. Ýëåìåíòû T (A)  êîíå÷íûå ñóììû
òåíçîðîâ ðàçíûõ ñòåïåíåé ñ êîýèöèåíòàìè èç ïîëÿ k (íàïðèìåð,
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r0+r3a1⊗a2×a3+r4a¯1⊗ a¯2⊗ a¯3⊗ a¯4 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì T (A)). Âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî T (A) èìååò ñòðóêòóðó àëãåáðû è êîàëãåáðû ñ
óìíîæåíèåì µ : T (A)⊗T (A)→ T (A) : (a1⊗· · ·⊗an)⊗(a¯1⊗· · ·⊗a¯m) 7→
a1⊗ · · ·⊗ an⊗ a¯1⊗ · · ·⊗ a¯m, åäèíèöåé η : k → T (A) : 1 7→ 1, êîóìíî-
æåíèåì δ : T (A)→ T (A)⊗T (A) : a1⊗· · ·⊗an 7→ (1)⊗(a1⊗· · ·⊗an)+
(a1)⊗(a2⊗· · ·⊗an)+(a1⊗a2)⊗(a3⊗· · ·⊗an)+· · ·+(a1⊗· · ·⊗an)⊗(1) è
êîåäèíèöåé ε : T (A) → k :
{
1 7→ 1
a1 ⊗ · · · ⊗ an 7→ 0 äëÿ n > 0
(îïåðà-
öèè îïðåäåëåíû íà ìîíîìàõ èëè íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ è ðàñïðî-
ñòðàíÿþòñÿ íà äðóãèå ýëåìåíòû ïî ëèíåéíîñòè). Èìååòñÿ äðóãàÿ
(áîëåå ñëîæíàÿ) ñòðóêòóðà êîàëãåáðû íà T (A), ñîãëàñîâàííàÿ ñî
ñòðóêòóðîé àëãåáðû.
Îïðåäåëåíèå 19. Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì
• àëãåáð (A1, µ1, η1) è (A2, µ2, η2) íàçûâàåòñÿ àëãåáðà (A1⊗A2, µ, η),
â êîòîðîé
 A1 ⊗A2  òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
 µ  óìíîæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê êîìïîçèöèÿ
A1 ⊗ A2 ⊗A1 ⊗ A2
τ23 // A1 ⊗ A1 ⊗ A2 ⊗A2
µ1⊗µ2// A1 ⊗A2 , ãäå
τ23 : A1⊗A2⊗A1⊗A2 → A1⊗A1⊗A2⊗A2 : a1⊗a2⊗a¯1⊗a¯2 7→ a1⊗
a¯1⊗ a2⊗ a¯2  êàíîíè÷åñêèé èçîìîðèçì, ìåíÿþùèé ìåñòàìè
âòîðîé è òðåòèé ñîìíîæèòåëè â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè
ìîíîìîâ,
 η  åäèíèöà, îïðåäåëåííàÿ êàê êîìïîçèöèÿ
k
δk // k ⊗ k
η1⊗η2 // A1 ⊗A2 , ãäå δk : k → k ⊗ k : 1 7→ 1⊗ 1.
• êîàëãåáð (C1, δ1, ε1) è (C2, δ2, ε2) íàçûâàåòñÿ êîàëãåáðà (C1⊗C2, δ, ε),
â êîòîðîé
 C1 ⊗ C2  òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
 δ  êîóìíîæåíèå, îïðåäåëåííîå êàê êîìïîçèöèÿ
C1 ⊗ C2
δ1⊗δ2 // C1 ⊗ C1 ⊗ C2 ⊗ C2
τ23 // C1 ⊗ C2 ⊗ C1 ⊗ C2 , ãäå
τ23 : C1⊗C2⊗C1⊗C2 → C1⊗C1⊗C2⊗C2 : c1⊗c2⊗ c¯1⊗ c¯2 7→ c1⊗
c¯1 ⊗ c2 ⊗ c¯2  êàíîíè÷åñêèé èçîìîðèçì, ìåíÿþùèé ìåñòàìè
âòîðîé è òðåòèé ñîìíîæèòåëè â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè
ìîíîìîâ,
 ε  êîåäèíèöà, îïðåäåëåííàÿ êàê êîìïîçèöèÿ
C1 ⊗ C2
ε1⊗ε2 // k ⊗ k
µk // k , ãäå µk : k ⊗ k → k : 1⊗ 1 7→ 1.
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Àëãåáðû è êîàëãåáðû îðìèðóþò òåíçîðíûå ïîäêàòåãîðèè êàòåãîðèè
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ Vect ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì, îïðåäåëåííûì
âûøå, è åäèíèöåé k. Ñòðåëêàìè â ýòèõ êàòåãîðèÿõ âûñòóïàþò ãîìîìîð-
èçìû àëãåáð è êîàëãåáð.
Îïðåäåëåíèå 20. • îìîìîðèçìîì àëãåáð f : (A1, µ1, η1) →
(A2, µ2, η2) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : A1 → A2, êîì-
ìóòèðóþùåå ñ îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ è åäèíèöû, òî åñòü òàêîå,
äëÿ êîòîðîãî ñëåäóþùèå äèàãðàììû êîììóòàòèâíû
A1 ⊗ A1
f⊗f //
µ1

A2 ⊗ A2
µ2

A1 f
// A2
A1
f // A2
k
η1
__@@@@@@@@ η2
??~~~~~~~~
• îìîìîðèçìîì êîàëãåáð f : (C1, δ1, ε1) → (C2, δ2, ε2) íàçûâà-
åòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : C1 → C2, êîììóòèðóþùåå ñ îïå-
ðàöèÿìè êîóìíîæåíèÿ è êîåäèíèöû, òî åñòü òàêîå, äëÿ êîòîðîãî
ñëåäóþùèå äèàãðàììû êîììóòàòèâíû
C1 ⊗ C1
f⊗f // C2 ⊗ C2
C1 f
//
δ1
OO
A2
δ2
OO A1
f //
ε1 @
@@
@@
@@
@
A2
ε2~~
~~
~~
~~
k
Óïðàæíåíèÿ 17. 1. Óáåäèòüñÿ, ÷òî îïðåäåëåíèå àëãåáðû, äàííîå â
òåêñòå, ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì îïðåäåëåíèåì àëãåáðû íàä ïîëåì k
(ñìîòðèòå ó÷åáíèê àëãåáðû).
2. Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû è êîàë-
ãåáðû íà ïðîñòðàíñòâå k (ïðèìåð 1).
3. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå àêñèîì àëãåáðû è êîàëãåáðû â ïðèìåðå 2.
4. Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ àë-
ãåáð è êîàëãåáð (îïðåäåëåíèå 19).
3.5 Àëãåáðû Õîïà
Àëãåáðû Õîïà îáû÷íî îïðåäåëÿþòñÿ â òåíçîðíîé êàòåãîðèè âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ (Vect,⊗, k), íî òàêæå èìåþò ñìûñë â ïðîèçâîëüíîé ñèììåò-
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ðè÷íîé òåíçîðíîé êàòåãîðèè. Ìû áóäåì ñëåäîâàòü âòîðîìó ïîäõîäó, ÷òî-
áû áûëà âèäíà ïðååìñòâåííîñòü àëãåáð Õîïà îò îáû÷íûõ ãðóïï. Àëãåá-
ðû Õîïà íàçûâàþòñÿ åùå êâàíòîâûìè ãðóïïàìè è àíàëîãè÷íî ãðóïïàì
÷àñòî âîçíèêàþò êàê ñèììåòðèè (íåêîììóòàòèâíûõ) ïðîñòðàíñòâ.
Ìîíîèäû è êîìîíîèäû â ñèììåòðè÷íîé òåíçîðíîé êàòåãîðèè (K,⊗, I)
ìîæíî òåíçîðíî óìíîæàòü òî÷íî òàê æå êàê ýòî áûëî ââåäåíî â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàå äëÿ àëãåáð è êîàëãåáð (τ23 := 1A1⊗γA2,A1⊗1A2 äëÿ ìî-
íîèäîâ, è àíàëîãè÷íî äëÿ êîìîíîèäîâ). Åäèíè÷íûé îáúåêò I ∈ K0 èìååò
ñòðóêòóðó ìîíîèäà è êîìîíîèäà ñ óìíîæåíèåì (µI : I ⊗ I → I) = λI ,
åäèíèöåé (η : I → I) = 1I , êîóìíîæåíèåì (δ : I → I ⊗ I) = λ
−1
I è êîåäè-
íèöåé (ε : I → I) = 1I . Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ àêòîâ òåõíè÷åñêîå, è ìû
åãî îïóñòèì (â îñíîâíîì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ àêòà èñïîëüçóþòñÿ, ÷òî
λI = ρI è 1I ⊗ λI = (λI ⊗ 1I) ◦ αI,I,I).
Îïðåäåëåíèå 21. Ïóñòü (K,⊗, I)  ñèììåòðè÷íàÿ òåíçîðíàÿ êàòåãî-
ðèÿ. Áèìîíîèäîì â K íàçûâàåòñÿ îáúåêò B ∈ K0, ÿâëÿþùèéñÿ îäíî-
âðåìåííî ìîíîèäîì è êîìîíîèäîì, ïðè÷åì óìíîæåíèå µ : B⊗B → B è
åäèíèöà η : I → B ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðèçìàìè êîìîíîèäîâ (è íàîáîðîò,
÷òî ýêâèâàëåíòíî, êîóìíîæåíèå δ : B → B ⊗ B è êîåäèíèöà ε : B → I
ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðèçìàìè ìîíîèäîâ), òî åñòü ñëåäóþùèå äèàãðàììû
êîììóòàòèâíû
B ⊗ B
µ //
τ23◦(δ⊗δ)

B
δ

B ⊗ B ⊗ B ⊗ B
µ⊗µ
// B ⊗ B
B ⊗ B
µ //
λI◦(ε⊗ε) ##F
FF
FF
FF
FF
B
ε
  
  
  
  
I
I
η //
λ−1
I

B
δ

I ⊗ I
η⊗η
// B ⊗ B
I
η //
1I =
==
==
==
B
ε
 



I
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî áèìîíîèäû ÿâëÿþòñÿ ìîíîèäàìè â êà-
òåãîðèè êîìîíîèäîâ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êîìîíîèäàìè â êàòåãîðèè
ìîíîèäîâ). Ñëåäîâàòåëüíî, êàòåãîðèè ìîíîèäîâ íà êàòåãîðèè êîìîíîè-
äîâ è êîìîíîèäîâ íà êàòåãîðèè ìîíîèäîâ èçîìîðíû.
Ïóñòü C ∈ K0 è M ∈ K0 ñîîòâåòñòâåííî êîìîíîèä è ìîíîèä â êà-
òåãîðèè (K,⊗, I). Íà Hom-ìíîæåñòâå K(C,M) èìååòñÿ îïåðàöèÿ óìíî-
æåíèÿ ∗, íàçûâàåìàÿ ñâåðòêîé èëè êîíâîëþöèåé, îïðåäåëåííàÿ êàê
f ∗ g := µ ◦ (f ⊗ g) ◦ δ èëè ÷åðåç äèàãðàììó C
δ
→ C ⊗C
f⊗g
→ M ⊗M
µ
→M .
Óòâåðæäåíèå 16. Äëÿ êîìîíîèäà C ∈ K0 è ìîíîèäà M ∈ K0 Hom-
ìíîæåñòâî K(C,M) ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðò-
êè ∗ : K(C,M) × K(C,M) → K(C,M) : (f, g) 7→ µ ◦ (f ⊗ g) ◦ δ, òî åñòü
îïåðàöèÿ ∗
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• àññîöèàòèâíà: ∀f, g, h ∈ K(C,M) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h), è
• èìååò åäèíèöó, ðàâíóþ η ◦ ε : C → M : ∀f ∈ K(C,M) (η ◦ ε) ∗ f =
f = f ∗ (η ◦ ε).
Äîêàçàòåëüñòâî.
• àññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó
C
δ

δ // C ⊗ C
δ⊗1C

C ⊗ C
1C⊗δ
// C ⊗ (C ⊗ C)
α−1
C,C,C//
f⊗(g⊗h)

(C ⊗ C)⊗ C
(f⊗g)⊗h

A× (A⊗ A)
α−1
A,A,A//
1A⊗µ

(A⊗ A)⊗ A
µ⊗1A // A⊗ A
µ

A⊗ A µ
// A
Âåðõíèé ïàðàëëåëîãðàìì ýòî óñëîâèå òîãî, ÷òî δ  êîóìíîæåíèå â
C, ñîîòâåòñòâåííî íèæíèé  óñëîâèå òîãî, ÷òî µ  óìíîæåíèå â M ,
à ñðåäíèé  ýòî óñëîâèå åñòåñòâåííîñòè α. Åñëè íàïèñàòü ðàâåíñòâî
ïðîèçâåäåíèé ñòðåëîê, âçÿòûõ âäîëü âåðõíåãî è íèæíåãî 'ïîëóïå-
ðèìåòðîâ', òî ïîëó÷èì àññîöèàòèâíîñòü (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).
• àññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó
C
λ−1
C
xxrrr
rr
rr
rr
rr
δ

C
ρ−1
C
&&LL
LL
LL
LL
LL
L
δ

I ⊗ C
1I⊗f

C ⊗ C
ε⊗1C
oo
(η◦ε)⊗f

C ⊗ C
1C⊗ε
//
f⊗(η◦ε)

C ⊗ I
f⊗1I

I ⊗M
η⊗1M //
λM &&LL
LL
LL
LL
LL
L M ⊗M
µ

M ⊗M
µ

M ⊗ I
1M⊗ηoo
ρMxxrrr
rr
rr
rr
rr
M M
Âåðõíèå òðåóãîëüíèêè âûðàæàþò óñëîâèå òîãî, ÷òî ε  êîåäèíèöà
â C, íèæíèå  ÷òî η  åäèíèöà â M , à ñðåäíèå ïðÿìîóãîëüíèêè
êîììóòèðóþò ïî ïîñòðîåíèþ. Òîãäà êîìïîçèöèè ñòðåëîê, âçÿòûõ ïî
âíåøíèì ïóòÿì îò C êM âûðàæàþò àêò, ÷òî η◦ε  ëåâàÿ è ïðàâàÿ
åäèíèöà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ∗, òî åñòü (η◦ε)∗f = f = f ∗(η◦ε)
(Çàìå÷àíèå: λM ◦ (1I ⊗ f) ◦ λ
−1
C = f è ρM ◦ (f ⊗ 1I) ◦ ρ
−1
C = f â ñèëó
åñòåñòâåííîñòè λ è ρ). 
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Â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû Hom-ìíîæåñòâî K(B,B) áèìîíîèäà B
ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì îòíîñèòåëüíî ñâåðòêè.
Îïðåäåëåíèå 22. Ïóñòü B ∈ K0 áèìîíîèä â K.
• Àíòèïîäîì íà B íàçûâàåòñÿ ñòðåëêà S : B → B, ÿâëÿþùàÿñÿ îá-
ðàòíûì ýëåìåíòîì åäèíè÷íîé ñòðåëêè 1B : B → B îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ñâåðòêè, òî åñòü S ∗ 1B = η ◦ ε = 1B ∗ S.
• Áèìîíîèä B, ñíàáæåííûé àíòèïîäîì S, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé
Õîïà.
Íå êàæäûé áèìîíîèä èìååò àíòèïîä, íî åñëè îí ñóùåñòâóåò, òî åäèí-
ñòâåííûé.
Ïðèìåðû.
1. àññìîòðèì äåêàðòîâó òåíçîðíóþ êàòåãîðèþ (Set,×, 1). Ìû çíàåì,
÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî A èìååò åäèíñòâåííóþ ñòðóêòóðó êîìîíîèäà
ñ êîóìíîæåíèåì δ : A→ A× A : a 7→ (a, a) è êîåäèíèöåé ! : A→ 1.
Âîçüìåì òåïåðü ìíîæåñòâî G, ÿâëÿþùååñÿ ãðóïïîé (òî åñòü ìîíîè-
äîì, â êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé). Ñòðóêòóðà êîàë-
ãåáðû íà G ñîâìåñòèìà ñî ñòðóêòóðîé ìîíîèäà íà G (ñ ãðóïïîâûì
óìíîæåíèåì µ : G×G→ G : (g1, g2) 7→ g1 · g2 è ãðóïïîâîé åäèíèöåé
η : 1 → G : ∗ 7→ e, ãäå ∗ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò 1, è e åäèíèöà G),
òî åñòü G ÿâëÿåòñÿ áèìîíîèäîì â (Set,×, 1). Ñâåðòêà â ìíîæåñòâå
óíêöèé Set(G,G) îïðåäåëÿåòñÿ êàê (f ∗g)(h) := µ◦(f×g)◦δ(h) =
f(h) · g(h), ãäå h ∈ G. Ñîîòâåòñòâåííî àíòèïîä S óäîâëåòâîðÿåò ðà-
âåíñòâó e = e(h) = S(h) · h = h · S(h), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé
âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà è, ïîýòîìó, ñóùåñòâóåò íà ãðóïïå. Åñëè
ìû íàîáîðîò ñòàðòóåì ñ îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû Õîïà â Set, òî ïî-
ëó÷èì, ÷òî ýòî äîëæåí áûòü ìîíîèä, (àâòîìàòè÷åñêè) ñîâìåñòèìûé
ñ åäèíñòâåííî âîçìîæíîé äèàãîíàëüíîé ñòðóêòóðîé êîìîíîèäà, â
êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé ïî îòíîøåíèþ ê óìíî-
æåíèþ, òî åñòü ïðèäåì ê ïîíÿòèþ ãðóïïû. Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðû
Õîïà â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Set ñîâïàäàþò ñ ãðóïïàìè.
2. Ïóñòü G  ãðóïïà ñ óìíîæåíèåì · è åäèíèöåé e. àññìîòðèì âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî k(G) ñ áàçèñîì G è êîýèöèåíòàìè èç ïîëÿ k.
Òîãäà â òåíçîðíîé êàòåãîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ (Vect,⊗, k)
ïðîñòðàíñòâî k(G) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Õîïà ñ óìíîæåíèåì µ :
k(G)⊗k(G)→ k(G) : g1⊗g2 7→ g1 ·g2, åäèíèöåé η : k → k(G) : 1 7→ e,
êîóìíîæåíèåì δ : k(G) → k(G) ⊗ k(G) : g 7→ g ⊗ g, êîåäèíèöåé
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ε : k(G) → k : g 7→ 1 è àíòèïîäîì S : k(G) → k(G) : g 7→ g−1
(âñå îòîáðàæåíèÿ çàäàíû íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ è ïðîäîëæàþòñÿ
íà äðóãèå ïî ëèíåéíîñòè).
3. Ïóñòü G  êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç n ýëåìåíòîâ. àññìîò-
ðèì ìíîæåñòâî óíêöèé íà G ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå k, òî åñòü
Set(G, k). Ìíîæåñòâî Set(G, k) èìååò ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n (äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì â êà÷åñòâå áà-
çèñà óíêöèè {fg | g ∈ G} òàêèå, ÷òî fg(h) :=
{
1 åñëè h = g
0 åñëè h 6= g
.
Òîãäà ëþáàÿ óíêöèÿ f : G → k ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèåé óíêöèé fg, èìåííî, f =
∑
g∈G
f(g)fg). Àíàëîãè÷íî, Set(G ×
G, k) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n2 ñ áàçè-
ñîì {f(g,h)}, (g, h) ∈ G × G. Îòîæäåñòâèì áàçèñíûå ýëåìåíòû ïðî-
ñòðàíñòâ Set(G×G, k) è Set(G, k)⊗ Set(G, k) ïî ïðàâèëó f(g,h) ↔
fg⊗fh, òî åñòü ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêèé èçîìîðèçì ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Set(G, k) èìååò ñòðóêòóðó àëãåáðû Õîïà
â êàòåãîðèè (Vect,⊗, k). Îïåðàöèè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
óìíîæåíèå µ : Set(G, k) ⊗ Set(G, k) → Set(G, k) : fg1 ⊗ fg2 7→{
fg1 åñëè g1 = g2
0 åñëè g1 6= g2
, åäèíèöà η : k → Set(G, k) : 1 7→
∑
g∈G
1 · fg, êî-
óìíîæåíèå ε : Set(G, k)→ Set(G, k)⊗Set(G, k) : (f =
∑
g∈G
f(g)fg) 7→
(f ◦µ =
∑
g∈G
f(g)(
∑
g1,g2∈G
g1·g2=g
fg1⊗fg2)), êîåäèíèöà ε : Set(G, k)→ k : f 7→
f(e) (ãäå e  åäèíèöà ãðóïïû G), àíòèïîä S : Set→ Set : f 7→ f ◦ i
(ãäå i : G→ G : g 7→ g−1  îïåðàöèÿ îáðàùåíèÿ â ãðóïïå).
Ïðèìåð 3 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ÷àñòûì ïðîòîòèïîì 'ðåàëüíûõ' àëãåáð
Õîïà, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèõ â ãåîìåòðèè, êîìáèíàòîðèêå, êâàíòî-
âîé èçèêå, õîòÿ íàâåðíîå åùå ðàíüøå îíè âîçíèêëè â òîïîëîãèè (â òåî-
ðèè ãîìîòîïèé) â àáñòðàêòíîì âèäå, áëèçêîì ê íàøåìó îïðåäåëåíèþ.
Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì îäíî óòâåðæäåíèå áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Óòâåðæäåíèå 17. • Àíòèïîä êîììóòèðóåò ñ ãîìîìîðèçìàìè áè-
ìîíîèäîâ, òî åñòü åñëè f : B1 → B2 òàêîé ãîìîìîðèçì, è Si :
Bi → Bi, i = 1, 2  àíòèïîäû â B1 è B2, òî f ◦ S1 = S2 ◦ f .
• Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà êàòåãîðèÿ àëãåáð Õîïà ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé êàòåãîðèè áèìîíîèäîâ.
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Óïðàæíåíèÿ 18. 1. Óáåäèòüñÿ, ÷òî â îïðåäåëåíèè áèìîíîèäà (îïðå-
äåëåíèå 21) îáà óñëîâèÿ (µ è η  ãîìîìîðèçìû êîìîíîèäîâ, è δ è
ε  ãîìîìîðèçìû ìîíîèäîâ) ýêâèâàëåíòíû.
2. àçîáðàòüñÿ â äåòàëÿõ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 16.
3. Äîêàçàòü, ÷òî àíòèïîä, åñëè ñóùåñòâóåò, òî åäèíñòâåííûé.
4. Äîêàçàòü, ÷òî ñòðóêòóðà êîìîíîèäà ñîâìåñòèìà ñî ñòðóêòóðîé
ìîíîèäà íà ãðóïïå G â (Set,×, 1) (ïðèìåð 1).
5. Ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî k(G) (ïðèìåð 2) äåé-
ñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Õîïà.
6. àçîáðàòüñÿ â ñòðóêòóðå îïåðàöèé àëãåáðû Õîïà Set(G, k) (ïðè-
ìåð 3) è ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå àêñèîì.
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